2. Matrices

El uso de matrices se realiza en forma cotidana cada vez que utilizamos una “planilla
electronica”. Este tipo de arreglo es muy 1til cuando se quiere ordenar los datos para analizarlos.

Las matrices tienen muiltiples aplicaciones: se utilizan para presentar resultados estadisticos en
forma de cuadros de doble entrada, para resolver problemas de cdlculo numérico, sistemas de
ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales y problemas de optimizacién.

2.1. Conceptos basicos

Definicién 1. Una matriz es una tabla ordenada generalmente de nimeros reales a;; de la
forma:

a1; Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ A2y
Am1 Am2 - Amnp

Los numeros a;; reciben el nombre de coeficientes de la matriz.

La matriz anterior se denota también por su elemento genérico: (a;;) coni =1,...,m,j =1, ..., n.
El primer subindice (i) indica la “fila” y el segundo (j) la “columna” de la tabla. “a;;” indica

[P [Pl

el elemento de la matriz que se encuentra en la interseccion de la fila “i” y de la columna “;”.

Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una matriz
con m filas y n columnas se denomina matriz de dimensiones m x n o simplemente matriz “de
m por n’”.

Las matrices se denotardn usualmente por letras mayusculas, A, B,...,Z; puede incluirse
las dimensiones como subindices. Los coeficientes de las matrices se representan por letras
minusculas, a,b, ..., z.

Cuando una matriz tiene una sola fila se dice que es un “vector fila” y cuando tiene una sola
columna se denomina “vector columna”.

Ejemplo 1:

1 -3 4
A2><3 - (0 5 _2)

Esta es una matriz de 2 filas y 3 columnas (o matriz “de 2 x 3”). Sus filas con (1,—-3,4) y

1 -3 4
(0,5, —2) y sus columnas (0), ( 5) y <_2).

Ejemplo 2: En el siguiente cuadro se presenta el porcentaje de votos obtenido por los
tres partidos politicos méas votados en las elecciones presidenciales en Uruguay desde el
restablecimiento de la democracia.



. Aflo " Frente Amplio | Partido Nacional | Partido Colorado
Partido politico
1984 21 34 40
1989 20 37 29
1994 29 30 31
1999 39 22 32
2004 51 34 10
2009 48 29 17
2014 49 32 13

Fuente: Corte Electoral (www.corteelectoral.gub.uy)

El interior del cuadro no es otra cosa que una matriz, como la siguiente:

21
20
29
39
o1
48

34
37
30
22
34
29

40
29
31
32
10
17

Cada columna se corresponde con un partido politico (la primera con el Frente Amplio, la
segunda con el Partido Nacional y la tercera con el Partido Colorado), mientras que cada fila
se refiere a un ano distinto (1984, 1989, 1994, 1999, 2004 y 2009).

Ejemplo 3: En el siguiente cuadro se presentan datos sobre la Tasa de mortalidad infantil para
ambos sexos, estimadas por quinquenio, para 5 paises latinoamericanos en el periodo 1990-2010.

Pais / Quinquenios | 1990-1995 | 1995-2000 | 2000-2005 | 2005-2010
Argentina 24 22 15 13
Bolivia 75 67 56 46
Brasil 43 34 27 24
Peru 48 39 30 21
Uruguay 20 16 14 13

Fuente: Panorama social de América Latina 2010, CEPAL, 2010.

Nuevamente, el interior del cuadro es una matriz, como la que se presenta a continuacion:

24 22 15 13
75 67 56 46
43 34 27 24
48 39 30 21
20 16 14 13

En este caso, cada fila corresponde a un pais distinto (la primera a Argentina y la iltima a
Uruguay, por ejemplo) y cada columna corresponde a un quinquenio diferente.

Definicién 2. Se denomina diagonal principal de una matriz a los coeficientes que ocupan
las celdas en las que coincide el nimero de fila y el nimero de columna. En una matriz de 3 x 4,
por ejemplo:

A14
A24
a34

11 a13
23

33

a2
A22
as2

21
a31

la diagonal principal esta formada por los coeficientes: aq1, ass, as33.
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2.2. Tipos de matrices

Segun el formato de las matrices, estas pueden clasificarse en:
a. Matriz nula

Se denomina matriz nula, y la denotaremos por O, a una matriz que tiene todos sus coeficientes
iguales a cero. Ejemplos:

0 0

0 0

son matrices nulas de 2x2, 4x4 y 2x3, respectivamente.

o O O O
o O OO
o O OO
o O OO

b. Matrices cuadradas

Una matriz cuadrada tiene el mismo ntimero de filas que de columnas. Se dice que una matriz
cuadrada (n x n) es de orden n y se denomina matriz n-cuadrada.

Por ejemplo: Sean las matrices
1 2 -3
A=14 0 5 yB=<_f _§>
3 -1 2

Entonces, A es una matriz cuadrada de orden 3 y B es una matriz cuadrada de orden 2. Si una
matriz no es cuadrada, entonces se dice que es rectangular.

c. Matrices triangulares

Una matriz cuadrada es una matriz triangular superior, si todos los elementos bajo la
diagonal principal son iguales a cero. Asi pues, las matrices:

-18 3 —6
53(1)_;_?l 02 -1 0
0 1)\, o o 00 6 -2

00 0 5

son matrices triangulares superiores de érdenes 2, 3 y 4, respectivamente.

Analogamente puede definirse una matriz triangular inferior.



d. Matrices diagonales

Una matriz cuadrada es diagonal, si todos sus elementos no diagonales son cero. Se denota
por D = diag(di1,daa, ..., dpy).

Por ejemplo:

)

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por diag(4, —3), diag(3,—1,7),
diag(2,6,0,—1).

3 0
0 -1
0 0

_— o O O

0
0
7

S O O N
o O oy O
o O OO

e. Matriz identidad

La matriz diagonal con “unos” en la diagonal principal, denotada por I, se conoce como matriz

Identidad.

f. Traspuesta de una matriz

La traspuesta de una matriz A es otra matriz que se obtiene intercambiando en A las filas
por las columnas (o viceversa) y se denota A* (o también A’).

Asi, la traspuesta de:

3 -1 4 3 2 4
A=12 5 —7T]lesA'=|-1 50
4 0 9 4 =79
La traspuesta de:
4 1
B = (le 8 g) esB'=13 0
5 2

Obsérvese que si A = (a;;) es una matriz de m x n, entonces A* = (a;;) es una matriz de n x m.
Nota: (A" = A
g. Vectores

Cuando una matriz tiene una sola fila se dice que es un “vector fila” y cuando tiene una sola
columna se denomina “vector columna’.

Ejemplos:

A=13 esB:(—l 2)



2.3. Operaciones con matrices

2.3.1. Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, estas deben tener las mismas dimensiones; es decir, deben
tener el mismo numero de filas y de columnas. Por lo tanto, si una matriz es de dimensiones
3 X 2 y otra es de 3 x 3, no se podran sumar ni restar. Esto es asi ya que, tanto para la suma
como para la resta, se suman o se restan los términos que ocupan la misma posicién en las
matrices.

Si A = (a;;) y B = (b;;), entonces:

SUMA: A + B = (CLZ'j + sz>
RESTA: A— B = (aij — sz)

Ejemplo 4: Sean las matrices:

31 2 -1 2 4
A=10 5 =3 yB= 2 5 8
7 0 4 01 =2
Entonces:
3 1 2 -1 2 4 2 3 6
A+B=10 5 -3|+ 2 5 8l=12 10 5
7 0 4 01 =2 7T 1 2
31 2 -1 2 4 4 -1 =2
A-B=|0 5 —-3]- 2 5 8l1=1| -2 0 —11
7 0 4 01 -2 7 —1 6

Las matrices a sumar o restar no tienen por qué ser cuadradas, como se observa en el siguiente
otro ejemplo.

Ejemplo 5: Sean las matrices:

Entonces:

b
|
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I
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Ejemplo 6: Dadas las tres matrices A, B, C, calcular (A+ B+ C)y (A— B+ ().

Sean las matrices:

12 4 3 2 0 5 -1 3

A:(276)’B:(0 -3 —1)y02(1 12)
“1 2 4\, (3 2 0\, (5 -1 3\ (737
A+B+C‘< 2 7 6)+ (0 3 —1)+ (1 1 2)‘ (3 5 7)

-1 2 4 3 2 0 5 -1 3 1 -1 7
A_B+C:( 2 7 6)' (0 3 —1)+ (1 1 2)2 (3 11 9)
Propiedades de la suma y resta de matrices

Las propiedades de la suma y resta de matrices son las mismas que para la suma y resta de
numeros: conmutativa, asociativa, existencia de neutro (matriz nula), existencia de opuesto

—A = (—ay).

1. Conmutativa: A+ B = B + A para todo par de matrices sumables.
2. Asociativa: A+ (B+ C) = (A+ B) + C para toda terna de matrices sumables.

3. Ezistencia de neutro: Existe una matriz, la matriz nula (de m X n) que opera como neutro
de la suma, A + O = A para toda A.

4. FExistencia de opuesto: Para toda matriz A existe su opuesta, que se denota — A, tal que:

A+ (—A) = 0.

2.3.2. Producto por un escalar

El producto de un escalar k£ (nimero real k) por la matriz A se escribe kA y es la matriz que
se obtiene al multiplicar cada elemento de A por k:

kA = (l{?(lij)
Ejemplo 7: Sea
(1 =2 3 . _(3x1 3x(-2) 3x3\ (3 -6 9
A= (4 5 —2> entonces: 34 = (3 x4 3x5 ><(—2))_ (12 15 —6)
Ejemplo 8: Consideremos la proporcion de votos obtenida por los tres partidos politicos mas
votados en las elecciones de octubre de 2009:

(0,48 0,29 0,17)

Si multiplicamos esta matriz por el nimero total de votos emitidos (2.303.336), obtendremos
el niimero de votos obtenidos por cada uno de los tres partidos mayoritarios. Es decir:

2303336 x (0,48 0,29 0,17) ~ (1105601 667967 391567)

Los resultados son aproximados, porque los valores de las proporciones estan redondeados a
dos decimales.



2.3.3. Producto escalar

Sean A y B dos vectores del mismo tamano (filas, columnas, o una fila y una columna) de
nimeros reales. Se denomina “producto escalar” (o también “producto interno”) de los dos
vectores a un numero real que resulta de multiplicar ordenadamente los elementos de A y de
B, y luego sumarlos. Si A = (a1, a9, ...,a,) vy B = (by,bs, ..., b,), entonces el producto escalar
entre Ay B es:!

(A, B) = ay.by + ag.by + ... + a,.by,

Ejemplo 9: Sea A= (1 2 3 4)yB=(2 0 —1 3), entonces:
(A,B) =1x24+2x0+3x(-1)+4x3=11

El producto escalar de vectores cumple las propiedades conmutativa y distributiva respecto de
la suma de vectores.

Conmutativa: (A, B) = (B, A)
Distributiva: (A, B+ C) = (A, B) + (A, C)

2.3.4. Producto de matrices

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo ntmero de columnas que
filas de la segunda. Cuando esto se cumple, se dice que las matrices son conformables. La
matriz resultante del producto quedard con el mismo nimero de filas de la primera y con el
mismo numero de columnas de la segunda.

Ejemplo 10: Si tenemos una matriz A de 2x3 y otra B de 3x5, podemos calcular el producto
A x B, porque las matrices son conformables (el niimero de columnas de A es igual al nimero
de filas de B). La matriz resultante serd de dimensiones 2x5.

Asxs X Bsyxs = Coxs

Se puede observar que el producto de matrices no cumple, en general, con la propiedad
conmutativa; en el ejemplo anterior, el producto B x A no se puede realizar, puesto que la
primera matriz no tiene el mismo nimero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que A = (a;;) y B = (b;;) son matrices tales que el nimero de columnas de A
coincide con el niumero de filas de B; es decir, A es una matriz de m X p y B una matriz de
p x n. Entonces el resultado del producto de matrices A x B (A.B o simplemente AB) es otra
matriz C' (de m x n) cuyo elemento genérico (¢;;) se obtiene haciendo el producto escalar entre
la fila 2 de A y la columna j de B. Esto es:

;1 bi1

;2 bi2
Cij = < Al > = by + @inboj + ... + appby;

&
S
SR
i~

Pj
Ejemplo 11: Para realizar el producto de dos matrices, el siguiente diagrama nos puede ayudar
a visualizar los cédlculos que debemos hacer. Sean las matrices:

'En la literatura no hay concenso para simbolizar el producto escalar. Aqui hemos optado por la notacién
<>



2 1 3
A—<531)yB— 2 -3 0 1

Podemos realizar el producto A.B, pues ambas matrices son conformables (A tiene 3 columnas
y B tiene 3 filas).

Para llevar a cabo el producto conviene considerar el siguiente diagrama, en el que el primer
factor (A) se ubica abajo a la izquierda y el segundo factor (B) se ubica arriba a la derecha:

-1 0 -4 0
-3 0 1
I 0 5 =2

2 1 3 3 =3 7 =5
5 3 1 2 =9 —-15 1
La matriz C' = A.B se anota en el espacio abajo a la derecha. Se observa que el coeficiente c¢;;

de la matriz C, que se ubica en la interseccién de la fila 1 de A y la columna 1 de B, se calcula
como el producto escalar entre dichas fila y columna. Asi:

c1=2x(=1)+1x2+3x1=3

De forma analoga se razona para los demas coeficientes de la matriz C', como por ejemplo para
el coeficiente cy3, que se halla en la interseccion de la fila 2 de A y la columna 3 de B, por lo
cual es el producto escalar entre dichas fila y columna.

023:5>< (—4>+3XO+1X5I—15
De esta manera es posible calcular cada uno de los coeficientes ¢;; de la matriz C'.
Ejemplo 12:
1.

r s ar ay az\  (ray+sby rag+ sby ras+ sbs
t u) \by by by) \tay +uby tas+uby tas+ ubs

1o2) /1 1\ [1(1)+2(0) 1(1) +2(2)
(3 4) (O 2) N (3(1) +4(0) 3(1) —|—4(2)>
Propiedades del producto de matrices

1. Asociatividad: A x (B x (C)=(Ax B)xC

2. Existencia de neutro: el neutro existe y es la matriz Identidad, pero no es tinico. Hay uno
a izquierda y otro a derecha, que solo coinciden cuando la matriz dada es cuadrada.
= Neutro a izquierda: I,, X A,,xn = Ayxn para toda matriz A
= Neutro a derecha: A,,«, X I, = A,,x, para toda matriz A
3. En general no se cumple la propiedad conmutativa del producto. Muchas veces es posible
hacer A x B, pero no es posible hacer B x A, porque B y A no son conformables. Otras

veces, se puede efectuar tanto A x B como B x A, pero las dimensiones de A x B y de
B x A son diferentes. Finalmente, si A y B son cuadradas y del mismo orden, A X By
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B x A también son del mismo orden, pero aun en estos casos, en general no se cumple
que A x B=B x A.
Ejemplo:

o= (8 ()60
pa (b )0 99

En consecuencia, A x B # B X A en este caso.

4. Tampoco se cumplen en el caso del producto de matrices dos propiedades de los conjuntos
de ntmeros:

= Siel producto de dos matrices es la matriz nula, no necesariamente uno de los factores
tiene que ser la matriz nula.

= Propiedad cancelativa: en general, si A x B = A x ', no necesariamente tiene que
ser B = (. La propiedad cancelativa se cumple si la matriz A tiene inversa.

Propiedad conjunta de suma y producto de matrices

Se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, tanto a izquierda
como a derecha.

» Distributiva a izquierda: A x (B+C)=Ax B+ AxC

» Distributiva a derecha: (A+ B) xC=AxC+ B x(C
Propiedades de las operaciones con matrices traspuestas

1. (A+B)l= A"+ Bt

2. (kA) = kA" (si k es un escalar)

3. (AB)! = B'A?

2.4. Inversa de una matriz

Definicién 3. La inversa de una matriz cuadrada A es otra matriz del mismo orden, la cual
se denotard como A~!, que cumple con la siguiente condicién:

Ax AT T=A"1"xA=1

Decimos “la inversa” y no “una inversa”, porque si la matriz A es invertible, entonces su inversa
es Unica. Sin embargo, la inversa de A no siempre existe. Mds adelante veremos la condicion que
tiene que cumplir una matriz cuadrada para ser invertible, es decir, para que exista su inversa.



Ejemplo 13:
Supongamos:

2 5 3 -5
i) ()
(25 3 =5\ _ (6-5 —10+10\ _ (1 0\ _
AXB_(1 3)X(—1 2)_(3—3 —5+6>_(0 1)‘1

El lector verificara que también: B x A = ((1] (1] =1

Puesto que AB = BA = I, entonces resulta que B = A~ (B es la inversa de A) o también que
A= B7! (A es la inversa de B). Obsérvese que hemos probado que B es la inversa de A, pero
no hemos dado un método para encontrar las matrices inversas. El método que se presenta a
continuacién es uno de los varios algoritmos? que permiten encontrar la inversa de una matriz
dada. Este método se conoce con el nombre de “escalerizaciéon” o “método de Gauss”, y posee
los mismos fundamentos que el aplicado para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Entonces:

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A, que
denotaremos como A~!, seguiremos los siguientes pasos:

» Paso 1. Construir la matriz n x 2n, M = (A:I), esto es, A estd en la mitad izquierda de
M y la matriz Identidad en la mitad derecha.

= Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y mediante combinaciones lineales
apropiadas de las filas, se van generando ceros por debajo de la diagonal principal
de M, hasta transformar su parte izquierda en una matriz triangular superior. Las
“combinaciones lineales apropiadas” son las siguientes:

1. Multiplicar o dividir toda la fila por un nimero distinto de cero.

2. Sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes.

= Paso 3. También mediante combinaciones lineales apropiadas, la parte izquierda de la
matriz M (donde antes figuraba la matriz A) se transforma en una matriz diagonal.

» Paso 4. Se multiplican las filas de la nueva matriz por nimeros apropiados, hasta lograr
que la matriz de la izquierda resulte la identidad. Entonces, la matriz de la derecha
resultard ser la inversa de la matriz A.

Ejemplo 14: Supongamos que queremos encontrar la inversa de la matriz:

1 0 2
A=12 -1 3
4 1 8

Primero construimos la matriz M = (A:]):

2Un algoritmo puede definirse como un conjunto ordenado de operaciones que permite hallar la solucién de
un problema.
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1 02 :100 1 0 2 1 0 0

M=12 -1 3:010[|~]0 -1-20) 3—-2(2) : —2(1) 1-2(0) 0
4 181001 0 1-400) 8—4(2) @ —4(1) 0 1-0

1 0 2° 100

=10 -1 -1 ' =210

0 1 0! —401

Para llegar al resultado anterior se oper6 de la siguiente manera. La segunda fila de la matriz
anterior se obtuvo luego de multiplicar por (-2) a la primera fila y sumarle la segunda de la
matriz inicial. En tanto, la tercera fila surge de multiplicar por (-4) a la primera fila y sumarsela
a la tercera de la matriz inicial.

Si continuamos operando y sumamos la segunda y tercera fila, obtenemos la siguiente matriz:

1 0 2 1 0 0 1 0 2: 100
0 —1 —1 —2 1 0ol=10 -1 -1 : =2 1 0
0 0 —1+0 : —2—4 140 0+1 0 0 -1 : -6 11

La mitad izquierda de M tiene forma triangular superior. Ademas, todos los coeficientes de la
diagonal principal son diferentes de cero; por consiguiente, A es invertible. Si algin coeficiente
de la diagonal principal hubiera sido 0, la operacién habria terminado (A no seria invertible).

A continuacién buscamos generar ceros por encima de la diagonal principal de la mitad izquierda
de M. Para ello comenzamos generando ceros por encima del coeficiente as3. Operamos de
manera similar a lo hecho anteriormente, pero ahora vamos “de abajo hacia arriba”. Dejamos
fija la ultima fila y mediante combinaciones lineales con las demas filas, generamos ceros en las
posiciones as3 y @13.

1/2 0 0 —11/2 1 1
01 0! —401
00 —-1: —611

Ya que la matriz ubicada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas. Ahora
transformamos la matriz diagonal en la matriz identidad; para ello hay que multiplicar la
primera fila por 2 y la tercera fila por -1:

100 : —-11 2 2
010: -4 0 1
00 1 : 6 -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de A:

-11 2 2
At=| -4 0 1
6 -1 —1

Para comprobar si el resultado es correcto, se multiplica A por A~!, lo que debe dar como
resultado la matriz identidad I.
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Verificacion:

Ax At =1
1 0 2 —11 2 2 —114+0+12 24+40—-2 24+0-2
2 —1 3| x —4 0 1]l =-22+4+18 44+0—-3 4—-1—-3
4 1 8 6 —1 -1 —44 —4+4+48 8+0—-8 8+1-—-8
1 0 0
=101 0] =1
0 0 1

Propiedades de las matrices inversas

Con respecto a la inversa, debe senalarse que no siempre existe la inversa de la matriz A. Por lo
pronto, se requiere que la matriz sea cuadrada para tener chance de tener inversa. Volveremos
sobre este punto mas adelante.

Ejemplos de operaciones con matrices y cdlculo de matrices inversas

Sean:
2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
A=|1 -2 3]|,B=|0 5 2|yC=[(0 -1 2
5 0 —1 0O 0 5 1 =2 5

1. ;Qué clase de matrices son?
2. Calcular: —A— B+ C, A+2B—4C y 3A+1/2C
3. Calcular la inversa de A y comprobar el resultado.

4. Calcular: (B.C').A™*

Resolucion:

1. Las tres matrices son cuadradas y de orden tres. A su vez, B es una matriz triangular
superior, ya que todos los coeficientes debajo de la diagonal principal son ceros, y C' es
una matriz antisimétrica, porque los coeficientes simétricos son opuestos entre si.

2. Resolviendo:

2 4 1 3 -1 =2 2 0 -1

» - A-B+C=—-(1 -2 3| -0 5 2]+(0 -1 2

5 0 -1 0 0 5 1 =2 5
—-2-34+2 —-44+1+0 —-1+2-1 -3 =3 0
-1-0+0 2-5-1 -3-6+2|=|-1 —4 -7
-5—-0+1 0-0-2 1-9+5 -4 =2 =3
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2
» A+2B-4C=\|1 -2 3]+4+2|0 5 2] —-410 -1 2| =
5

0 —1 0 0 5 1 -2 5

246-8 4-2-0 1—4+4 0 2 1

1+0—-0 —2+104+4 34+12—-8|=[1 12 7

540—4  04+0+8 —1+18-20 1 8 -3
2 4 1 2 0 —1

s 34+1/20=3[1 -2 3|+1/20|0 -1 2| =
5 0 —1 1 -2 5

6+1 1240 3—1/2 7 12 5/2

3+0 —6—1/2 9+1]| = 3 —13/2 10

15+ 1/2 0—1 —3+45/2 312 -1 —1/2

3. Primero construimos la matriz M = (A:I) y luego se va desarrollando por el método de

eliminacion (Gauss). Asi pues se tiene:

2 4 11100\ 1) |(=5
M=(Al)=[1 -2 3 :01 0f|(-2
5 0 -1:001 2)

A la izquierda de la matriz ampliada M se especifican los coeficientes por los que se
multiplica las filas para ir creando ceros debajo de diagonal en la primera columna. Asi
se llega a la siguiente matriz equivalente:

29 4 1 : 1 00 2 4 1 1 0 0
0 8 5 1 -2 0]/(20) ~fo 8 —5°: 1 -2 0
0 20 -7 : -5 o 2/ & 0 0 —156 : —20 —40 16

Se simplifica un poco para que las operaciones no sean tan dificiles dividiendo la tercera
fila entre 4. De este modo, se tiene:

2 4 1 1 00 (39)
08 —-5: 1 -2 0/ @39
00 =39 ' —5 —10 4 (=) (1)

Hemos obtenido una matriz triangular superior. Ahora seguimos creando ceros, pero ahora
encima de la diagonal principal, comenzando por la ltima columna. Asi, se tiene:

78 156 0 : 34 -10 4
0 312 0 : 64 —28 —20
0 0 -39 : =5 —10 4

Se puede simplificar la matriz anterior para que los calculos sean mas sencillos, dividiendo
la primera fila entre 2 y la segunda entre 4:
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3978 01 1T -5 2\| (1)
078 0 : 16 -7 —5||(=D)
0 0 -39 : —5 —10 4

39 0 0 : 1 2 7 (1/39)
078 0 16 -7 —5]| (1/78)
0 0 -39 i -5 —10 4/ (/39
Puesto que ha quedado una matriz diagonal en la mitad izquierda de M, se procede a

transformar esta mitad izquierda en una matriz identidad, dividiendo la primera fila entre
39, la segunda entre 78 y la tercera entre (-39):

100 1/39 2/39 7/39
010 : 16/78 —7/78 —5/78
001 5/39 10/39 —4/39

La matriz que ha quedado en la mitad derecha es precisamente la matriz inversa, que
sacando factor comin 1/78 se puede escribir como:

1 2 4 14
A7l = - 16 —7 =5
10 20 -8
Para comprobar el resultado, la matriz inversa de A tiene que cumplir: A. A~ = 1.

Procedamos a la comprobacion:

2 4 1 1 2 4 14
AAT =11 -2 3 x% 16 =7 =5 =
5 0 -1 10 20 -8

2(2) +4(16) + 10 2(4) —4(7) +20 2(14) — 4(5) — 8 L (78 0 0
| 272016) +3(10) 4+2(7) +3(20) 14+2(5)=38) | =< | 0 78 0] =
5(2)+0—-10  5(4)—0-20  5(14)—0+38 0 0 78

1
0
0

o = O

0
01
1

4. Puesto que se debe calcular B.C. A}, calcularemos primero B.C'y luego multiplicaremos
el resultado por A~!, matriz que ya hemos obtenido en el punto anterior.

3 —1 =2 2 0 -1 4 5 —15
BxC=10 5 2|x[0 -1 2|={(6 —17 40
0 0 5 1 -2 5 9 —-18 45

Por ultimo, multiplicamos este resultado por la matriz inversa de A:

4 5 —15 1 2 4 14 1 —62 —-319 151
BxCxA1=16 —-17 40| x=116 -7 -5 == 140 943 -151

o —18 45/ ™\ 20 -8/ ™\ 180 1062 —144
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2.5. Determinantes

Definicién 4. Determinante. A cada matriz n-cuadrada A = (a;;) se le asigna un nimero
real particular denominado determinante de A.

Notacién: |A| o det(A)

El determinante, por lo tanto, no es una matriz, sino un nimero. La funcién determinante
aparecio por primera vez en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Veremos que se
trata de una herramienta muy 1til para la resolucion de dichos sistemas.

Determinantes de matrices de orden 2

El determinante de matrices de orden dos se define como sigue:

det @11 Q12|
€ = a11Q22 — Q12021
a21 Q22

Asi, el determinante de una matriz de orden 2 se obtiene de restar, al producto de los elementos
de la diagonal principal, el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

Ejemplo 15:

1. det (g ?) —3(1) = 2(5) = -7
2. det G :i) =2(—4) = 1(=3) = -5

Determinantes de matrices de orden 3

Consideremos una matriz de 3x3 arbitraria A = (a;;). El determinante de A se define como
sigue:

a11 Qa2 Q13
det | a21 a2 ags | = ai1a22a33 + a21G32a13 + A31Q12G23 — Q13022031 — G23A32G11 — A33G12021
a31 32 Q33

Obsérvese que hay seis términos, cada uno producto de tres coeficientes de la matriz. Tres de
los términos aparecen sumando y tres restando. Para calcular los determinantes de orden 3,
puede ser 1til aplicar el siguiente método: se copian las dos primeras filas y se las vuelve a
escribir a continuacién de la matriz, formando una matriz ampliada de 5 x 3. Se considera
luego el producto de los coeficientes de las “diagonales principales”, los cuales iran sumando, y
el producto de los coeficientes situados en las “diagonales secundarias” de la matriz ampliada,
los cuales iran restando.

Otra regla de utilidad es el diagrama conocido como “regla de Sarrus”:

@11 a2 13
det |as; a2 ag| =

a31 Q32 a33

(a11a22a33 + a21032013 + 31012023 —
—a31Q22031 — Q23432011 — a33G12G21)

Q

+
+
+
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3 2 1
Ejemplo 16: Calcular el valor del determinante de la matriz: 0 2 =5
-2 1 4
3 2 1
det g ? —Z = (3)(2)@)+(0)(1) (M) +(=2)(2)(=5) = (1)(2)(=2) = (=5)(1)(3) = (4)(2)(0) =

24 +20—(—4)+15=163
El determinante de la matriz de 3x3, A = (a;;), puede escribirse comor:
det(A) :G11(G22a33 - a23a32) - G12(G21a33 - CL23CL31) + CL13(CL21CL32 - G22G31)
=ay; det (a22 a23> — app det <a21 a23) + ajz det <a21 a22>
azz a33 asy ass asy as2
que es una combinacién lineal de tres determinantes de orden dos, cuyos coeficientes (con

signos alternantes) constituyen la primera fila de la matriz dada. Nétese que cada matriz de
2% 2 se obtiene suprimiendo en la matriz inicial la fila y la columna que contienen su coeficiente.

A esta manera de calcular el determinante se le conoce como el “desarrollo del determinante por
una fila” (puede hacerse también para una columna). Es evidente que conviene elegir aquella

fila o columna con mayor cantidad de ceros.

Ejemplo 17: Para mostrar que la propiedad anterior se cumple, volvemos sobre el ejemplo
anterior, en el que el determinante resultaba igual a 63.

32 1
det| 0 2 —5| = 3 det 2 79) gget( YV 7O + 1det 02
01 4 1 4 —2 4 21

= 3(845) —2(0—10) +1(0 +4) = 39 + 20 + 4 = 63
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Determinantes de matrices de orden 4 o superior

El procedimiento de calculo anterior se puede generalizar. Obsérvese que el determinante de
orden 3 se ha reducido al problema de resolver tres determinantes de orden 2, mediante una suma
algebraica de los coeficientes de la primera fila, multiplicada por determinantes que resultan de
suprimir en la matriz original una fila y una columna (las correspondientes a los coeficientes
de la primera fila). El procedimiento es valido también si se toma como referencia cualquier
otra fila o cualquier columna. La generalizacion més importante tiene relacién con el orden del
determinante. Un determinante de orden 4 se puede obtener mediante el mismo procedimiento
anterior, calculando 4 determinantes de orden 3. Si el desarrollo de la suma algebraica se hace,
por ejemplo, a partir de la segunda columna, se obtiene:

Q21 (23 (24 a1 G13 A14
det(A) = —ajpdet | ag1 ass asq | +asadet | az1 azs ass
a41 Q43 Q44 Q41 A43 Q44

a1 a13 014 a1 a13 Q14

—asedet | ag; a3 ags | +asadet | asr ags ass
Qg1 A43 QA44q az1 assz as4

Para saber si el término va sumado o restado basta con fijarse en la suma de sus subindices. Si
esta es par, entonces va sumado y si es impar, va restado.

3 2 0 -1

. . 1 5 1 0
Ejemplo 18: Calcular el determinante de A = 41 —9 0 1
0O 1 -3 2

Si observamos la matriz, podemos ver que en la tercera columna hay dos ceros. Asi pues, si
elegimos la tercera columna para desarrollar el determinante, nos ahorramos de calcular dos
determinantes, ya que el producto de un determinante por cero es cero.

3 2 -1 3 2 -1
det(A)=—1det |4 =2 1] —(=3)det|1 5 0] =
0o 1 2 4 -2 1

— —(—12—=440-0—-3—16)+3(15+2+0-+20— 0 —2) = —(—35) +3(35) = 35+ 105 = 140

Algunas propiedades de los determinantes

1. Si todos los elementos de una fila o columna son ceros, entonces el determinante de la
matriz vale cero.

2. Si dos lineas (filas o columnas) paralelas son proporcionales, el determinante es cero.

3. Sila matriz es triangular, entonces el determinante es igual al producto de los elementos
de la diagonal principal.

4. El determinante de una matriz A y el de su traspuesta A’ son iguales, es decir,
det(A) = det(AY)

5. La inversa de la matriz cuadrada A existe, si y solo si, el det(A) # 0.
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Ejemplos de cdlculos de determinantes

Calcular los siguientes determinantes:

1 -2
a. det (3 5) =5—(—6)=11

301
det (_2 _4> =12 (-2) =10

1 -3 2
b. det [5 -2 -7
0O 0 0

Al haber toda una fila nula, el determinante da como resultado 0.

1 -3 2
det [5 —2 —7] =240+84—-16—-0—(—15) =385
4 0 1
3 10
det [2 —2 4] =—-4240420—-0—-0—14 = —36
5 07
C.
RO 12 -1 10 4 10
det = 2det 4 -3 214+5det| -1 2 —1])—-1det | —1 2
S 0 6 —2 0 6 —2 4 -3
1 0 6 -2

= 2(—6—24+0—0—(—12)—(—16))+5(—4—24+0—0—(—6—0))— 1 (4+124+0—-32—3—0) =
—4— 110+ 19 = —95
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2.6. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse mediante notacién matricial.

Sea el sistema:

a11T1 + a2 + ... + a1, T, = by
211 + A19T2 + ... + A1 Ty = bg

Am1T1 + QmaXo + ... + Ty, = b,

Utilizando la definiciéon de igualdad de matrices y la siguiente notacién:

a1; Q12 - Aip € by

Q21 Q22 -+ A2y X2 by
A= L x=|T ] ve=

Am1 Am2 - Qmnp Tn bm

entonces el sistema de ecuaciones lineales es equivalente a la expresion:
AX =0

La matriz A se denomina “matriz de coeficientes del sistema”, el vector X representa las
incégnitas y el vector b da los términos independientes de las ecuaciones del sistema. Si a la
matriz A se le agrega como columna adicional final el vector b, entonces se obtiene la “matriz
ampliada” M del sistema.

ayy @iz v Qi v by

Az Gog -+ Ay - bo
M =

Am1 Qm2 ° Qmp bm

Cada fila de M corresponde a una ecuacién del sistema y cada columna a los coeficientes
de una incognita, excepto la iltima, que corresponde a los términos independientes del
sistema. Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse trabajando con su matriz ampliada,
especificamente, reduciéndola a forma escalonada mediante el método de Gauss.

Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales en forma matricial

A continuacion repasaremos algunos de los métodos existentes para resolver un sistema de
ecuaciones lineales, una vez que lo expresamos en forma matricial.
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2.6.1. Método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales

El método de Gauss, ya presentado anteriormente, tiene una notacién simplificada si se utiliza
la notacién matricial. El procedimiento se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19: Sea el sistema
r+2y+z =3
20 4+by —z =-—4
3r—2y—2z =95

Su matriz ampliada asociada es:

Ty z
1 2 1: 3
M = 2 5 —1: —4
3 -2 —1: 5

Ahora resolvemos por el método de Gauss sabiendo que la primera columna corresponde a los

coeficientes de la x, la segunda a los de la y, la tercera a los de la z y la cuarta a los términos
independientes:

1 2 1 : 3 1 2 1 : 3 1 2 1 3

2 5 -1 : —4|~]0 1 =3 : —-10f~|01 =3 : —10

3 =2 -1 : 5 0 -8 —4 : —4 00 —28 : —&4
12 1°: 3 1 20 0 1 2
~101 -3 : —-10~]0 10 : —=1]~]0 -1
00 1°: 3 001 : 3 0 0 3

De este modo, el sistema tiene la solucién tnica: (z,y, z) = (2, -1, 3).
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Ejemplo 20: Hallar el valor de x,y,z,t en los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
aplicando matrices:

a.

r4+y—2z+4t =5
204+ 2y —3z+1t =3
3r+3y—4z—-2t =1

La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es:

z y z 1

1 1 -2 4 ‘5 11 =2 4 : 5
M= 12 2 -3 1 3~100 1 -7 : -7

33 -4 -2 1 00 2 —14 : —14

La tercera fila puede suprimirse, puesto que es multiplo de la segunda. Asi, el sistema
queda formado por dos ecuaciones con cuatro incégnitas. Dado que el sistema no presenta
incoherencias, es compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas soluciones.

Despejando en la segunda ecuacién se obtiene z = 7t — 7. En la primera ecuacién se puede
despejar z en funcion de las demas incégnitas: x = 5 —y + 2z — 4¢. Sustituyendo z por su
expresién en términos de ¢, queda: © = —9 —y + 10t El conjunto de soluciones del sistema
tiene entonces la forma:

{(z,y,2,t) = (=9 —y+ 10t; y; 7t — 7;t), con y,t € R}

“w, 0

Dependiendo de qué valores se escojan para “y” y “t”, se obtienen todas las raices posibles
del sistema. Asi, por ejemplo, para y =t = 0 tendremos la raiz del sistema: (-9, 0,-7, 0).

r+y—224+3t =4
20+ 3y+32—t =3
Sr+Ty+4z+t =5

La matriz M asociada al sistema de ecuaciones es la siguiente, la cual escalerizamos:

T z 1
11 -2 3 1 4 11 -2 3: 4
M= 23 3 -1 3|~ 01 7 -7 5|~
57 4 1 5 02 14 —14 : —15
11 -2 31 4

01 7 —=7: =5
00 0 0: =5

No hay necesidad de continuar calculando nada mas, puesto que la matriz escalonada ya
nos indica que el sistema es incompatible (ST), es decir, que el sistema no tiene solucién.
Especificamente, la tercera fila de la matriz escalonada corresponde a la ecuacion:

Oz + 0y 4+ 0z + 0t = =5

obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, decimos que el sistema
no tiene solucion.
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2.6.2. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales cuadrados

En este apartado nos concentraremos en el caso en que tengamos un sistema de ecuaciones
lineales cuadrado, es decir, con la misma cantidad de ecuaciones que de incégnitas. En este
caso, si lo expresamos en forma matricial, la matriz A de coeficientes sera también cuadrada.
Este tipo de sistemas tiene asociado algunos resultados particulares, los que presentaremos a
continuacion.

Proposiciéon 1: Teorema de Cramer

Sea un sistema de ecuaciones lineales cuadrado. Sea A la matriz de coeficientes de este sistema
(Apzn). Entonces: El sistema es compatible determinado si y solo si det(A) # 0 (A es invertible).
Del teorema se deducen algunos resultados muy importantes:

1. Si det(A) # 0, entonces el sistema es compatible determinado para cualquier valor de b
(vector de términos independientes del sistema).

2. Si det(A) = 0, entonces el sistema es compatible indeterminado o incompatible. El que
sea uno u otro dependera del valor de b.

3. En el caso en que det(A) # 0, lo cual implica que la matriz A es invertible, sabemos por
el resultado 1. que el sistema es compatible determinado. Pero ademas, y esto es muy
importante, podemos obtener la solucién del sistema pre-multiplicando en ambos lados
de la ecuaciéon matricial por la matriz inversa de A.

AX =b—> A "AX =A== X=A%
I

——
X

Ejemplo 21: Consideremos el sistema del ejemplo 19,

r+2y+2z = 3
20 4+5y—z = —A4
3r —2y—2 = 5

Se trata de un sistema cuadrado (3 ecuaciones y 3 incdgnitas).

La matriz de coeficientes del sistema es:

1 2 1
A=12 5 —1
3 =2 -1
Dado que det(A) = —28 # 0 (el estudiante se encargard de comprobar este resultado), se

puede concluir que el sistema es compatible determinado. Ademas, podemos hallar su solucién.
Para ello, debemos encontrar primero la matriz inversa de A, la cual resulta ser (nuevamente
el estudiante deberd comprobar este resultado):

1 7T 0 7
A_l - % 1 4 —3
19 -8 -1

Luego podemos hallar la solucion del sistema:
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x N 3 2
X=|y]=ab=g | 1 4 3| |-4]={-1
z 19 -8 —1 5 3

Como se podra comprobar, el resultado no es otro que el mismo obtenido en el ejemplo 19 por
el método de eliminacién de Gauss.

2.7. Ejemplo de aplicacion: La matriz Insumo-Producto

Veremos ahora una de las aplicaciones mas conocidas de las matrices en el ambito de
la Economia: la matriz de Insumo-Producto o matriz de Transacciones Intersectoriales. El
conocimiento de esta matriz aporta informacion muy relevante para el estudio del desarrollo
econémico de un pais o regién.

Sea una economia con dos sectores productivos A y B. Una parte de su produccion es consumida
dentro de los sectores productivos (insumos de la produccién) y otra parte se destina a satisfacer
la demanda de los consumidores finales (hogares, gobierno, empresas, demandantes del exterior).
El siguiente cuadro, denominado Matriz de Insumo-Producto®, muestra el monto de las
transacciones entre los distintos sectores, medido en unidades monetarias.

Matriz de Insumo-Producto
A B Demanda final | Total

A 200 | 1600 200 2000
B 600 | 800 2600 4000
Otros factores 1200 | 1600 —
Total produccién | 2000 | 4000

Las dos primeras filas de la matriz nos dan informacion sobre cudl es el destino de la produccién.
Por ejemplo, de la primera fila se deduce que la produccién del sector A (2.000 unidades
monetarias) se destina al propio sector A (200 unidades monetarias), al sector B (1.600 unidades
monetarias) y a la demanda final (200 unidades monetarias).

Por su parte, las dos primeras columnas nos dan informaciéon sobre cudl es el origen de la
produccién, es decir, cémo se compone el costo de produccién. Por ejemplo, la primera columna
nos indica que para obtener la produccion del sector A (2.000 unidades monetarias) se emplearon
insumos del propio sector A (200 unidades monetarias), insumos del sector B (600 unidades
monetarias) y otros factores de produccién (1.200 unidades monetarias). Los “Otros factores” de
la produccién son otros integrantes del costo, que no son producto de los sectores productivos.
Integran los “Otros factores”: las retribuciones personales (y las cargas sociales), la depreciacién
de los bienes de activo fijo utilizados en la produccién y el excedente de explotacién (concepto
similar al beneficio empresario).

Si se dividen los valores de las columnas de los sectores productivos por el total de cada columna,
se obtiene una nueva matriz: la Matriz de coeficientes técnicos para esa economia. En el
ejemplo numérico para obtener la produccién de A se emplearon insumos del propio sector A,
que representan 10 % de la produccién de A, mientras que las compras de insumos al sector B
representan el 30 % de la produccion de A. El costo de produccién del sector B se descompone
asi: un 40 % son insumos producidos por A y un 20 % son insumos del mismo sector B; el 40 %

3Fue desarrollada en la década del 30 por Wassily Leontief (1905-1999), premio Nobel de Economfa en 1973.
Durante el ano 1941 se publicé las matrices de EE.UU. correspondientes a los anos 1919 y 1929 y a partir de
ese momento diversos paises comenzaron a elaborarlas.
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restante son Otros factores de la produccion.

Matriz de coeficientes técnicos Matriz de Leontief
A | B A | B
A 0.1]04 A|01/|04
B 0.3 0.2 B|03]|0.2
Otros factores 06104
Total producciéon | 1 1

La primera columna de la matriz de Coeficientes Técnicos puede interpretarse también en esta
forma: el sector A para producir $ 1, necesita $0,1 del propio sector, $0,3 del sector B y $0,6
de otros factores.

Si se consideran solo las dos primeras filas de la matriz de Coeficientes Técnicos, se obtiene otra
matriz: la matriz de Leontief.

Si no hay variacién de stocks (se produce exactamente lo que se demanda), entonces se cumple
la siguiente relacién para cada uno de los sectores productivos (la cual se deduce de una mirada
a las filas de la Matriz de Insumo-Producto):

Produccion de A =  Utilizacion en A+  Utilizacion en B+  Demanda Final
de productos de A de productos de A de productos de A
Produccién de B =  Utilizacion en A 4+  Utilizacibon en B+  Demanda Final
de productos de B de productos de B de productos de B
Xa

. . DF(A
Si el vector X = representa la produccion de ambos sectores, y el vector ( ( )> la

Xp DF(B)
demanda final de la produccién de ambos sectores, las relaciones anteriores pueden escribirse
asi:

Xy = 0,1XA—|—O,4XB—|—DF(A)
X = 0,3X4+02Xp+ DF(B)

En notacién matricial:

()= (s 03) Go)+ (Pris)
(05 02)] (3) = (Prs)

Despejando resulta entonces:

(o) =-Gs 6] (Bt

Se puede verificar en este caso que:
| 0,1 04\ 09 —-04
0,3 02/ \-03 08

Su matriz inversa resulta igual a:
179 4
6 \3 8
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Y se cumple que:

2000 _ 179 4 200
4000/ 6 \3 8/ \2600

., Qué utilidad tiene la matriz de insumo-producto? Permite ilustrar la interrelacion existente
entre los distintos sectores de actividad econémica y los impactos directos e indirectos que
tiene sobre estos una variacion en la demanda final. Es asi que se puede resolver facilmente
el problema de determinar el nivel de la produccion en cada sector para satisfacer diferentes
vectores de demanda final (suponiendo que se mantienen constantes los coeficientes de insumo-
producto). Ejemplo: jcudnto deberan producir los sectores A y B para satisfacer una demanda
de 500 unidades monetarias de productos A y 3200 unidades monetarias de productos B?

Xay _ 179 4 500 _ 1 /16800 _ (2800
Xg) 6\3 8)\3200/ 6 \30300/  \5050

Respuesta:
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