5. Optimizacién: Funciones de varias variables

En los capitulos 3 y 4 hemos trabajado con funciones de una sola variable, lo cual implicaba
relacionar dos variables, x e y, estableciendo que y dependiera del valor que tomara z:

y = f(z).

Por ejemplo, si estamos estudiando la tasa de mortalidad materna (TMM) en Uruguay, puede
pensarse que uno de los factores que inciden en la misma es el gasto publico en salud (GPS)
y podriamos establecer una relacion del tipo:

TMM = f(GPS)

Sin embargo, la tasa de mortalidad materna no depende en la realidad de un tnico factor (el
gasto publico en salud, por ejemplo), sino que en ella inciden un conjunto mucho més amplio
de factores, como pueden ser: el porcentaje de partos atendidos por personal capacitado
(PAPC), el nimero de habitantes por médico (HPM), el nimero de camas de hospital por
habitante (CHPH), el gasto publico en educacién (GPE).

De esta manera, podria plantearse una relacién mucho mas amplia:
TMM = f(GPS,PAPC,HPM,CHPH,GPFE)

Asi, lo que tenemos es que la tasa de mortalidad materna seria una funcién de varias variables,
con lo cual ganamos en profundidad y realismo en nuestro analisis. La forma concreta en
que se relacionen estas variables para explicar la tasa de mortalidad materna dependera
de la teoria que tenga asociada. A continuacién se presentan tres ejemplos de cémo podria
presentarse en forma explicita esa relacién:

TMM =-3xGPS—-4x PAPC+2xHPM —-5xCHPH —6xGPE

TMM = -3 x GPS — PAPC? +2x HPM — HPM? — 4 x CHPH x GPE
TMM — ¢~ GPS—3xPAPC+5x HPM~xCHPH-2xGPE

La relevancia de identificar una forma funcional concreta radica en saber como un cambio en
una de las variables independientes o explicativas afecta a la variable dependiente, en este
caso, la tasa de mortalidad materna. Por ejemplo, es interesante conocer cémo un cambio en
el gasto publico en salud afecta la tasa de mortalidad materna. ; Un incremento en el gasto
publico en salud ayuda a disminuir la tasa de mortalidad materna? Si es que influye, ; cuanto
deberia incrementar el gobierno el gasto piblico en salud para conseguir disminuir la tasa de
mortalidad materna en 1 unidad?

En todas las disciplinas cientificas, pero en particular en las Ciencias Sociales es poco
frecuente encontrar que cierta variable dependa exclusivamente de una tnica variable. Es
decir, son poco frecuentes las relaciones del tipo: y = f(z). Lo comtin es que una variable
dependa del valor que tomen varias variables, por lo cual se vuelve imperioso considerar
funciones que incluyan més de una variable independiente o explicativa a la vez. En este
capitulo analizaremos las funciones definidas en dos variables de la forma: z = f(x,y) a fin
de dar una idea del andlisis en varias variables sin complejizar el andlisis. Todo lo que se vea
en el presente capitulo puede ser extensible a relaciones del tipo: z = f(xy, za, ..., x1).



5.1. Analisis de funciones de dos variables

Definicién 1. Llamaremos R? al conjunto de todos los pares ordenados de niimeros reales.

Cuando consideramos pares ordenados de numeros, el orden importa: (5,1) € R?, (1,5) € R?
y los consideramos como elementos distintos (1,5) # (5,1).

Es posible realizar una representacién grafica de el conjunto R? identificandolo con un plano.
Para ellos, establecemos un sistema de dos ejes en el plano, esto nos permite asociar cada
par ordenado de R? con un punto tinico punto de dicho plano.
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Definicién 2. Liamaremos R? al conjunto de todas las ternas ordenadas de niimeros reales.

De forma andloga, en R? el orden también importa ya que (1,2,3) € R3 (2,3,1) € R?
pero (1,2,3) # (2,3,1). El conjunto R?® puede asimismo representarse geometricamente al
identificarse con el espacio. En este caso, al establecer un sistema de tres ejes en el espacio
podemos asociar cada terna ordenada de R? con un punto tnico punto del espacio.

Definicién 3. Decimos que f es una funcion de dos variables si su dominio es un
subconjunto de R? y cuyo codominio son los reales: f: D — R donde D C R?

Definicién 4. Decimos que f es una funcion de tres wvariables si su dominio es un
subconjunto de R3 y cuyo codominio son los reales: f : D — R donde D C R3?

Ejemplo 1: Supongamos que la funcién en varias variables:

TMM = f(GPS,PAPC,HPM,CHPH,GPE)
= -3xGPS —-—4x PAPC+2x HPM —5x CHPH — 6 x GPE



explica el comportamiento de la tasa de mortalidad materna (en nimero de muertes maternas
cada 100.000 nacidos vivos) a partir de las variables Gasto piblico en salud (en porcentaje
del Producto Interno Bruto - PIB), Porcentaje de partos atendidos por personal capacitado,
Numero de habitantes por médico, Nimero de camas de hospital por habitante y Gasto
publico en educacién (en porcentaje del Producto Interno Bruto — PIB).

Supongamos que se tienen datos para dos paises:

Pais | GPS | PAPC | HPM | CHPH | GPE
A 4 90 300 0,02 5
B 6 100 250 0,03 6

Vamos a calcular la tasa de mortalidad materna para uno y otro pais, de acuerdo a la funcion
explicitada:

TM Mpass 4 = £(4,90,300,0,02,5) = —3(4) — 4(90) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5) = 197,9
TM Mpass 5 = £(6,100,250,0,03,6) = —3(6) — 4(100) + 2(250) — 5(0,03) — 6(6) = 45,85

Se concluye por lo tanto que el pais B tiene una tasa de mortalidad materna mucho menor
que el pafs A.!

Ejemplo 2: El Producto Interno Bruto (PIB) de un pais se define como el valor de la
produccion de bienes de uso final realizada en un pais o regién durante cierto periodo de
tiempo, en general un ano. El destino de tal produccion puede ser los hogares, las empresas,
el gobierno o el exterior. Es asi que puede plantearse la siguiente relacion:

PIB = Consumopegares+Inversionempresas+C0NSumogepierno+Exportaciones—Importaciones

En el caso en que la produccién sea utilizada por los hogares se denomina Consumo de los
hogares (C'). Si es comprada por las empresas recibe el nombre de Inversién (7), mientras
que si tiene como destino el gobierno se denomina Consumo del gobierno (G). Si se vende
al exterior se denomina Exportaciones (X). Por ultimo hay que senalar que los hogares, las
empresas y el mismo gobierno compran productos del exterior, denominadas Importaciones
(M). Dado que el PIB solo contabiliza la produccién realizada en el pais, es preciso restar de
los demas items las Importaciones.

Desde el punto de vista matematico, el PIB es una funcién de cinco variables:
PIB=f(C,I,G, X, M)=C+I+G+X-M

Sabiendo el valor de dichas cinco variables se puede calcular el valor del PIB.

Por ejemplo, el valor de dichas variables (en miles de millones de pesos) para los anos 2008,
2009 y 2010 se presenta en la siguiente tabla:

! A modo informativo, segiin datos de CEPAL, la tasa de mortalidad materna en Uruguay en 2013 fue de
14 muertes maternas cada 100.000 nacidos vivos, mientras que la de Bolivia fue de 200 muertes maternas
cada 100.000 nacidos vivos. Fuente: CEPAL.



Ano | C I G X M
2008 | 456 | 148 | 77 | 191 | 219
2009 | 485 | 128 | 92 | 188 | 182
2010 | 554 | 144 | 103 | 209 | 202
Fuente: INE (Instituto Nacional de Estadistica).

Para obtener el PIB de 2010, debemos calcular:

PI B0 = f(Ca010, 12010, G2010, X2010, M2010)
= f(554, 144,103,209, 202) = 554 + 144 + 103 + 209 — 202 = 808

De la misma manera, para obtener el PIB de 2008 y de 2009, habria que calcular:

PIBsys = f(Ca0s, L2008: G200s: X200s, Maoos) = (456,148, 77,191, 219)
PIBsyg = f(Ca009, 12009, G2009; X2000, Maooe) = f(485,128,92, 188, 182)

Realice los cédlculos usted mismo y confirme que el PIB de 2008 fue de 653 mil millones de
pesos y el de 2009 fue de 711 mil millones de pesos.

Ejemplo 3: Sea la funcién f tal que f(z,y) = 2z — 10y — 40. Calcular el valor que toma la
funcion cuando z =1y y = 3.

Eso implica calcular: f(1,3) = 2(1) — 10(3) — 40 = —68.

La representacién grafica de funciones de varias variables suele ser mas compleja que en el
caso de funciones de una tnica variable. Nosotros nos concentraremos en la representacion
grafica de funciones de dos variables (las representaciones en el caso de 3 o mas variables
son significativamente mas complejas y menos intuitivas). Si en el caso de funciones de una
variable, considerabamos dos ejes cartesianos perpendiculares para efectuar la representacion
grafica, en el caso de funciones de dos variables, deberemos considerar tres ejes, de la siguiente
forma:

) A
z=1(x,y)

A J



Si bien no discutiremos métodos generales para representar graficamente cualquier funcién
de dos variables, presentaremos y discutiremos los graficos de algunos casos sencillos.

Ejemplo 4: Consideremos la funcién del ejemplo 3: f : f(z,y) = 2z — 10y — 40 Su
representacion grafica seria:
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Los graficos de funciones lineales en x e y, como el caso de la funciéon anterior, tienen la forma
de planos.

Ejemplo 5: f: f(x,y) = 2% + ¢*

AR AN

Ejemplo 6: [ : f(z,y) = 2% — ¢?

Para el caso de mas de dos variables independientes, la representaciéon grafica en el sistema
de ejes cartesianos perpendiculares no puede realizarse.

Una manera alternativa de representar el grafico de una funcién de dos variables es mediante
los denominados conjuntos o curvas de nivel.

Definicién 5. Sea una funcion f : f(z,y). Definimos las curvas o conjuntos de nivel
a € R asociadas a la funcion f, las que denotaremos por Cy, de la siguiente manera:

Of,a = {($7y>’f($’y) = CE}



En otras palabras, las curvas de nivel o asociadas a la funcién f estan formadas por todos
los puntos del dominio de la funciéon cuya imagen a través de la funcién es a.

Ejemplo 7: Volvamos a considerar la funcién del ejemplo 4: f: f(z,y) = 22 — 10y — 40.

En la pagina anterior podemos observar su representacion grafica utilizando tres ejes
cartesianos para ello. Ahora vamos a servirnos de las curvas de nivel para obtener una
representacion alternativa de su grafico, pero utilizando para ello solamente dos ejes.

Vamos a preguntarnos en primer lugar qué puntos (z,y) tienen como valor funcional el
numero 4, por ejemplo. Esta pregunta la podemos responder determinando la curva de nivel
4 (ov = 4) para esta funcién f:

Observando la ecuacién que nos queda determinada, apreciamos que esta curva de nivel 4

no es otra cosa que una recta de ecuacion 2x—10y = 44, o en forma equivalente: y = 0,2x—4 4.

Ademas, podemos representar esta recta, considerando dos ejes cartesianos perpendiculares,
como se presenta a continuacion:

En todos los puntos que forman parte de la recta, f(z,y) toma el valor 4.

.Y si en lugar del valor 4, nos interesara encontrar aquellos puntos en que la funcién vale 167
En ese caso, calculariamos la curva de nivel 16 para la funcién f:

Crao = {(z,y)|f(z,y) = 10} = {(z,y)|2z — 10y — 40 = 16}



En este caso, la curva de nivel 10 se trata de una recta de ecuacion: y = 0,2x — 5,6; la cual
podemos representar junto con la anterior en un nuevo grafico:

Podemos seguir agregando otras curvas de nivel para reforzar nuestra comprension del grafico
de la funcién f. Estas tendran la siguiente expresion general:

Croa={(@9)|f(z,y) = a} = {(z,y)|]2z — 10y — 40 = a}

Obtenga las curvas de nivel 32 y de nivel 88 asociadas a la funcién f, y represéntelas
graficamente. Compruebe que se ubican a la derecha de las ya graficadas.

Se puede deducir, dada la forma general de las curvas de nivel a en este caso, que se trataran
siempre de rectas de pendiente positiva. Ademdas podemos intuir que la funcién alcanza
valores mas altos si nos situamos en puntos ubicados en rectas ubicadas mas hacia a la
derecha. Volveremos més adelante a utilizar las curvas de nivel cuando nos ocupemos de
optimizar funciones.

Ejemplo 8. Curvas de indiferencia del consumidor.

Una persona consume dos bienes, lo cual le reporta cierta utilidad o satisfaccion. Esta utilidad
se expresa a través de la siguiente funcién (denominada funcién de utilidad):

U:U(z,y) =y

donde z es la cantidad consumida del primer bien e y es la cantidad consumida del segundo
bien.

Podemos representar graficamente la funcién de utilidad a través de las respectivas curvas
de nivel:

OU,OZ = {(:an)|U(x7y) = Oé} = {("L‘ay)|l‘ XY= Cl{}
Estas curvas de nivel también reciben el nombre de curvas de indiferencia del consumidor,
pues todas las combinaciones de cantidad consumida del primer bien y del segundo bien que

conforman la curva de nivel a generan la misma utilidad («), con lo cual al consumidor le
resulta indiferente consumir una combinacién u otra.



Consideremos algunas de dichas curvas y representémoslas con el fin de extraer informacién
sobre el crecimiento de la funcién de utilidad.

Cua = ({0, )| U(.) = 2} = {(2,p)]ay = 2} = {u,y)w _ 3}

X

Cus = {(z,9)|U(z,y) = 3} = {(,y)|zy = 3} = {(x,y)ly = §}

SR

Cus = {(@.9) U, y) =1} = {(, )|y = 1) = {<x7y>|y -

X

Si representamos graficamente en el sistema de dos ejes cada una de las anteriores curvas
de nivel (por ejemplo, para la curva de nivel 1 implicaria representar la ecuacién = X y o su
forma equivalente y = %), obtenemos esto:

Cis
Cia
Ci1

Puede apreciarse que valores mas elevados de la funcién se alcanzan en curvas de nivel mas
alejadas del origen.

El estudio analitico de las funciones de més de una variable puede razonarse en forma analoga
a lo realizado para las funciones de una sola variable. Por tal motivo, extenderemos las
definiciones méas importantes vistas para este caso, para el caso més general de funciones de
varias variables.

Definicién 6. Dado un punto (a,b) € R* y un numero r > 0, definimos el entorno de
centro (a,b) y radio r como el conjunto de puntos de R? cuya distancia al punto (a,b) es
menor a r. A este conjunto lo denotaremos como B, (a,b)



Definicién 7. Dado un conjunto D C R? y un punto (a,b) € D, decimos que (a,b) es un
punto interior de D si existe r > 0 tal que B,(a,b) C D

Ejemplo:

1. Si D = {(z,y) € R*/z > 0,y > 0} entonces el punto (3,2) es interior a D pero (0,2)
no lo es.

2. Si D = R? entonces todos los puntos de D son interiores.

3. Si D ={(z,y) € R?/x = 0} entonces no existen puntos interiores a D.

Definicién 8. Consideremos una funcion de dos variables f : D — R una funcion de dos
variables (D C R?). Se dice que la funcion f tienme limite ¢ cuando (x,y) tiende al
punto (a,b) si al considerar un entorno B,(a,b) arbitrariamente chico, la funcion f toma
valores tan cercanos a ¢ como se desee dentro de dicho entorno.

En ese caso diremos que

lim  f(r.y)=c
(z,y)—(a,b)
Las técnicas para el calculo de limites de funciones de varias variables son similares a las
utilizadas en el caso de funciones de una sola variable.

Definicién 9. Sea una funcion f: f(x,y).

» Se dice que [ es continua en un punto (a,b) interior a su dominio si:

lim  f(z,y) = f(a,b)

r—a, y—b

» Se dice que f es continua en un conjunto D si es continua en cada punto (a,b) de
dicho conjunto.

Nota: Se puede observar que la definicién sigue la misma idea que en la continuidad de
funciones de una sola variable. De manera informal podemos decir que si una funcién f es
continua en un punto (a,b), al evaluar f en otro punto (z,y) “muy cercano” a (a,b) los
valores f(a,b) y f(z,y) son “muy parecidos”.

Nota: Durante el curso nosotros nos concentraremos de forma casi exclusiva en funciones
continuas. En particular, podemos afirmar que son continuas todas las funciones que se
obtienen como sumas y productos de polinomios y exponenciales.

Uno de los ejemplos presentados al inicio del capitulo planteaba una relacion entre la Tasa de
mortalidad materna y un conjunto de variables [el gasto publico en salud (GPS), el porcentaje
de partos atendidos por personal capacitado (PAPC), el nimero de habitantes por médico
(HPM), el niimero de camas de hospital por habitante (CHPH) y el gasto ptiblico en educacién
(GPE)]:

TMM = f(GPS,PAPC,HPM,CHPH,GPFE)

10



Un analisis completo de esta relacién seria interesante e informativo que incluyera cémo el
cambio en alguna de las variables independientes afectaria a la variable dependiente. Por
ejemplo, como un cambio en el gasto publico en salud afectaria a la tasa de mortalidad
materna. Uno, a priori, esperaria que ese efecto fuese de signo negativo: que un incremento
en el gasto publico en salud provocase una caida en la tasa de mortalidad materna. Pero, ;ese
efecto seria grande o pequeno? Este tipo de preguntas se vuelve fundamental responderlas
para que el gobierno implemente politicas adecuadas, en este caso, en el terreno de la salud
maternal.

En el parrafo anterior nos cuestionamos cémo una variacion en el gasto publico en salud
afectaria a la tasa de mortalidad materna. En el contexto de funciones de varias variables no
tendria mucho sentido preguntarse cémo una variacion en varias variables a la vez afecta a la
variable dependiente, sino que es mucho mas util preguntarse por el efecto aislado de una sola
de las variables independientes. En otras palabras, no es muy informativo preguntarse como
una variacién a la vez en el gasto publico en salud (GPS), en el porcentaje de partos atendidos
por personal calificado (PAPC) y en el gasto publico en educacién (GPE) afectaria a la tasa de
mortalidad materna (TMM), pues los efectos de los cambios sefialados se mezclarfan unos con
los otros. Si tiene sentido intentar aislar el efecto que cada una de las variables independientes
tiene sobre la variable dependiente. Esto lo conseguiremos con las denominadas derivadas
parciales.

Definicién 10. Sea una funcién f : D — R una funcién de dos variables (D C R?) y el
punto (a,b) interior D. Se denomina derivada parcial de la funcion f respecto a la variable
0
x en el punto (a,b) y se denotard como a—f(a, b), al resultado del siguiente limite, siempre y
x
cuando ezista y sea finito:
of

(‘9_x<a’ b) = }llli%

fla+h,b) — f(a,b)
h

La definicién, y por ende su interpretacion, es analoga a la de derivada de una funcién de una
sola variable, en la cual se calculo el limite del cociente incremental cuando el incremento en
la variable independiente (h) tendia a 0.

Observaciéon: Algo importante a destacar es que la tnica variable que se hace variar es x
(o y) quedando la otra variable constante.

La derivada parcial de la funcién f respecto a la variable y en el punto (a,b) es anédlogo
al caso anterior, y se obtiene del resultado del siguiente limite, siempre y cuando exista y sea
finito:
af f(a7b+h)_f(a’7b>
h

8_y(a’ b) = }llli%

11



Nota:

of
a—(a, b) también se puede escribir como: f,(a,b)
x

0 ., .

——(a,b) también se puede escribir como: f,(a,b)

dy
Como se vio anteriormente al analizar funciones de una variable, el valor de la derivada en
un punto puede ser utilizado como “aproximacion”del incremento de la funcién. Lo mismo
vale para funciones de varias variables:

= La derivada parcial f, puede servir para aproximar el cambio de f, cuando la variable
r aumenta en una unidad y la variable y se mantiene constante.

%(x’y) ~ f(x+1,y) — f(z,y)

» La derivada parcial f, puede servir para aproximar el cambio de f, cuando la variable
y aumenta en una unidad y la variable x se mantiene constante.

gaﬁw%f@w+w—f@w)

Ejemplo 12: Anteriormente se senalé que seria interesante estudiar cémo afectaria a la tasa
de mortalidad materna un cambio en alguna de las variables de las cuales dependia:

TMM = f(GPS,PAPC, HPM,CHPH,GPE)
= 3xGPS—4x PAPC +2x HPM — 5 x CHPH — 6 x GPE

A su vez en el ejemplo 1 se considerd un cierto pais A, para el cual se calculé el valor de
la tasa de mortalidad materna, dados los valores de las variables independientes; es decir se
calculé el valor de la funcién f en el punto (4,90,300,0.02,5):

TM Mpags & = f(4,90,300,0,02,5) = —3(4) — 4(90) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5) = 197,9

Intentaremos ahora calcular como se veria afectada la tasa de mortalidad materna ante una
variacién en una unidad en el gasto publico social, lo cual es precisamente lo que nos reporta
la derivada parcial de la funcién con respecto a la variable GPS en el punto (4,90,300,0.02,5).

Siguiendo la definicién 3, deberemos calcular el limite del cociente incremental correspondiente:

of . f(44h,90,300,0,02,5) — f(4,90,300,0,02,5)
m(ZL, 90, 300, 0,02, 5) = fl}i}% A =
e =3(4-+ h) — 4(90) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5) — [~3(4) — 4(90) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5)]
= h
., —3h
e T



El resultado final entonces es aGPS (4,90, 300,0,02,5) = —3, el cual se interpreta asi: dados
los valores iniciales de las variables independientes, por cada unidad que se incremente el
gasto publico en salud (GPS), dejando las demds variables constantes, la tasa de mortalidad
materna (TMM) se reducird aproximadamente en 3 unidades.

Si queremos saber el efecto que una variacion en el porcentaje de partos atendidos por
personal calificado (PAPC), segunda variable independiente, tiene sobre la tasa de mortalidad
materna, deberemos calcular la derivada parcial de f con respecto a dicha variable en el punto
(4,90,300,0.02,5):

of . f(4,90+ B,300,0,02,5) — f(4,90,300,0,02,5)
m(4,90,300,0,02,5) = 11115% h =
e 3(4) — 4(90 + h) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5) — [~3(4) — 4(90) + 2(300) — 5(0,02) — 6(5)] _
= h B
—4h
SR T

En este caso, 3PAPC —--(4,90,300,0,02,5) = —4, lo cual nos quiere decir que, dados los valores
iniciales de las variables independientes, por cada unidad que se incremente el porcentaje de
partos atendidos por personal calificado (PAPC), dejando las demds variables constantes, la
tasa de mortalidad materna (TMM) se reducird aproximadamente en 4 unidades.

Siguiendo el mismo razonamiento podemos calcular el efecto que una variacién en cada una
de las restantes variables independientes provoca en la tasa de mortalidad materna.

De manera similar a como definiamos en funciones de una sola variable la funcién derivada,
podemos hacerlo en este caso para funciones de derivadas parciales.

Definicién 11. Las derivadas parciales de una funcion f son funciones g gf definidas
de la siguiente forma:

af ~ m (l‘+hy) f(z,y)

%(ma y) - flLlaO

of  m (wy+m f(z,y)

8_y(x7 y) - flLl~>O h

Para realizar dicho calculo pueden aplicarse las reglas de derivacién ya vistas en el caso de
derivadas de funciones de una sola variable.

Ejemplo 13: Sea la funcién f : f(
funcion f respecto a la variable x [

y [5Gy

%(x,y) = 10z Para obtener este resultado consideramos “y” como una constante (pues
la derivada parcial es con respecto a ) y aplicamos las reglas de derivacién ya empleadas

y) = bx? — 3y%. Calcularemos la derivada parcial de la
(x,y } la derivada parcial de f respecto a la variable

Qa|3£§
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anteriormente.

g—g(x,y) = —6y En este caso, dado que calculamos la derivada parcial con respecto a v,
[{Pee)]

consideramos como constante “x”.

Ejemplo 14: Sea la funcién f : f(x,y) = 423 — 2zy* + 69°. Calcular sus derivadas parciales.

0

8—£(m,y) = 122% — 2¢?
0

8—];(%, y) = —day + 18y

Ejemplo 15: Sea la funcién f: f(z,y) = e”* " Calcular sus derivadas parciales.

O (1,4) = 2ae= '

ox
af 3
— pr— 4

x2+y4
Las derivadas parciales que hemos definido anteriormente se denominan también derivadas
parciales de primer orden, y son equivalentes a la derivada primera en las funciones de una
sola variable. Igual que en el caso de las funciones de una sola variable, se pueden determinar
derivadas de segundo orden para las funciones bivariadas. Cada funcién f(z,y) tendra a lo
sumo cuatro diferentes derivadas de segundo orden.

O OPF O f 0%
Oxdx’ Oyoy’ Oxdy Y oyox

Las cuatro derivadas parciales segundas son:

2

: : 0 : .
se calcula obteniendo primero a—f y luego diferenciando nuevamente
x
2

respecto de x. De manera analoga, —— se obtiene determinando la expresion = y luego
0xdy ox

La derivada parcial
x0x

diferenciando respecto de .
Por economia, frecuentemente abreviaremos la notacién de la siguiente manera
Notacion:

- aizm = oo
) aa;gy =T
) aiQafx =
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Ejemplo 17: Retomamos el ejemplo 14, en que se trabajé con f : f(x,y) = 42° — 2xy? + 6y°.

En dicho ejemplo se hallé que las derivadas parciales de primer orden la funcién f eran:

0

a—i(fc,y) = 1227 — 2y°
0

a—g(fu y) = —day + 18y

Derivando cada una de las derivadas parciales con respecto a la variable z y a la variable y,
obtendremos las derivadas parciales de segundo orden. De esta manera, obtendremos en este
caso cuatro derivadas parciales de segundo orden.

0 f 0 f
—_— =24 =—4
rog T Y) = 24z amay(fmy) Y
0% f 0% f
_— =—4 —_— = —4x + 36
ayax(ﬂc,y) Y ayay(l’,y) x + 36y
Observacién: En este caso il (x,y) = il (x,y) = —4y. Este no es un resultado
) 0xdy Y= OyOx =T
casual. Si las derivadas parciales de segundo orden son funciones continuas, se cumple
0 f 0 f . : .
que = . En este curso trabajaremos siempre con funciones que cumplan esta
0xdy Oyox
condicion.

Definicién 12. Se denomina matriz hessiana de una funcion f una matriz Hy(z,y) cuyos
coeficientes son las derivadas parciales de sequndo orden de f ordenados de la siguiente
manera:

P gy Ty
Hywy) = | 57 Y
m(%y) m(ﬂ%y)

Dado que en el presente curso trabajaremos siempre con funciones que tengan derivadas
de segundo orden continuas, la matriz hessiana siempre serd una matriz simétrica, pues
o f 0 f

Oxdy  Oydzr

Ejemplo 18: En el caso de la funcién del ejemplo 17, su matriz hessiana es:

[ 24x —4y
Hy(x,y) = (—4y —4x + 36y>
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5.2. Optimizacion de las funciones de dos variables (sin restricciones)

Uno de los aspectos mas interesantes del estudio de funciones de una variable, como vimos en
el capitulo 3, es la optimizaciéon de las mismas, es decir la busqueda de sus valores maximo
y minimo. De la misma manera es sumamente 1til la optimizacion de funciones de varias
variables, en lo cual nos enfocaremos en la presente seccién. Como paso previo al hallazgo
de los extremos (méximo y minimo) absolutos, es preciso buscar los extremos (méximo y
minimo) relativos.

Definicién 13. Sea f : D — R una funcién de dos variables (D C R?) y un punto (a,b) € D.

» Decimos que f alcanza un mdxrimo relativo en (a,b) si existe r > 0 de forma que
B, C D y se cumple que f(x,y) < f(a,b) para todo (x,y) € B,(a,b)

» Decimos que f alcanza un minimo relativo en (a,b) si existe r > 0 de forma que
B, C D y se cumple que f(x,y) > f(a,b) para todo (z,y) € B.(a,b)

. Cémo pueden identificarse los extremos relativos de una funcion? A partir de la siguiente
propiedad.

Definicién 14. Sea f : D — R una funcidn de dos variables (D C R?) y sea (a,b) un punto
interior a su dominio. Si todas las derivadas parciales de f en el punto (a,b) valen 0, se dice
que (a,b) es un punto estacionario de la funcion f.

Propiedad 1. Condicién necesaria de existencia de extremos relativos.

Sea f: D — R una funcién de dos variables (D C R?) y (a,b) un punto interior de D donde
existen ambas derivadas parciales f, y f,.
Si f alcanza un extremo relativo en (a,b) entonces (a,b) es un punto estacionario de f.

Definicién 15. Sea f : D — R una funcién de dos variables (D C R?) y (a,b) un punto
estacionario de f. Si f no alcanza un extremo relativo en (a,b), decimos que este es un
punto silla de f.

Ejemplo 19: Hallar todos los puntos estacionarios de la funcién f : f(z,y) = 22 + >

Para hallar los puntos estacionarios, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

or —
& 2 =0 =r=y=0
gy =0

La funcién f tiene un tnico punto estacionario, que es (0,0).

Ejemplo 20: Hallar todos los puntos estacionarios y criticos de la funcién f tal que:
[ floy) =22 + 2y? — 24z + 32
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Resolvemos entonces el siguiente sistema:

o _
o (®:9) =0 @{6x2+y2—24 —0 :>{6x2+y2—24 —0

) 2zy +2y =0 2y(x+1) =0
%(r,y) =0 oy
Para que la ultima ecuacién se verifique, basta que x = —1, o que y = 0, con lo cual debemos

considerar dos sistemas:

2 2 _ _
{M o 23 —8 =y=0=>62"+0"-24=0=>2"=4=1==42

De lo cual concluimos que (2,0) y (-2,0) son puntos estacionarios de la funcién f.

El otro sistema a considerar es:

{6x2+y2—24 =0

.- Sr=-1=6(-1)2+y*-24=0=9y*=18=y==+V18

De lo cual concluimos que (-1,/18) y (-1,-1/18) también son puntos estacionarios de la funcién
f

En total hemos hallado cuatro puntos estacionarios de la funcién f: (2,0), (-2,0), (-1,v/18) y

(-1-V18).

Nos queda pendiente ahora, identificar si los puntos estacionarios hallados son puntos de
extremos relativos o puntos de silla, es decir, clasificar dichos puntos. Para ello aplicaremos
la siguiente regla.

Propiedad 2. Clasificacién de puntos estacionarios. Sea f una funcién de dos variables,
con derivadas parciales de segundo orden continuas. Sea (a,b) un punto estacionario de f.

Entonces se puede asegurar que:

» Sidet[H]s(a,b) >0y 88;—8’;(01, b) > 0, entonces f en (a,b) tiene un minimo relativo.

» Sidet[H]s(a,b) >0y ;;—a’;(a, b) < 0, entonces f en (a,b) tiene un méximo relativo.

» Sidet[H]s(a,b) <0, entonces f en (a,b) tiene un punto de silla.

donde [H]f(a,b) es la matriz hessiana de la funcién f evaluada en el punto (a,b).

Notas:

1. Sidet[H]s(a,b) = 0, entonces no se puede saber por aplicacién de esta regla qué ocurre
en (a,b) y se requieren otros procedimientos para seguir analizando, los cuales exceden
el ambito de este curso.
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2. La regla solo es valida para funciones de dos variables. Para funciones de méas variables,
otra regla més general se hace necesaria, la cual no trataremos en este curso.

Ejemplo 21: Clasificar el punto estacionario de la funcién f : f(z,y) = 2% + y* hallado en
el ejemplo 19.

En el ejemplo 19 se hall6 que la funcién f tenfa un tinico punto estacionario, que era (0,0).
Ahora procederemos a clasificarlo, es decir, a analizar si es un punto de extremo relativo o
un punto de silla, para lo cual aplicaremos la propiedad 2 (ndtese que f es una funcién de
dos variables, por lo cual aplicar tal propiedad esta permitido).

Dado que la propiedad referida se basa en el calculo del determinante de la matriz hessiana,
debemos calcular antes las derivadas parciales de segundo orden de f:

o0 f o0 f
0xOx (z,y) =2 i@wax(o’ 0)=2
0% f B 0% f B 0% f B 0% f B
0% f 0% f

0% f 0 f

_ axax(o’o) 8x8y(0’0) (20
Hf(0,0) - 2 2 -
8f(00) 8f(00) 0 2
0yox Oydy

Entonces: det[H];(0,0) =4 >0y &Cax(o 0) =2 > 0, por lo tanto, la funcién f tiene en (0, 0)
un minimo relativo.

Ejemplo 22: Clasificar los puntos estacionarios de la funcién f : f(z,y) = 223 +xy*—24x+1>
hallados en el ejemplo 20.

Noétese que nuevamente se trata de una funciéon de dos variables, por lo cual estamos
habilitados a aplicar la propiedad 2. Calculamos entonces en primer lugar las derivadas
parciales de segundo orden.

82 f
m(fﬂyy) =12z
0*f o*f
02 f

=2 2
ayay(x,y) T +

La matriz hessiana de f queda entonces:
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I oy Ly
Hy(x,y) = dxdz Y dzdy D (120 2
AL Y) = 0% f o*f (2.9) 2y 2z+42
OyOx OyOy Y

(z,9)

Clasificaremos uno por uno los cuatro puntos estacionarios de f hallados: (2,0), (-2,0), (0,2)
y (O,-2>

Clasificacién del punto estacionario (2,0):

24 0
0 6
punto de minimo relativo de f.

H(2,0) = = det[H];(2,0) =144 >0y %(2,0) = 24 > 0. Entonces (2,0) es un

Clasificacién del punto estacionario (-2,0): H;(—2,0) = (_54 _02) = det[H];(—2,0) =
48>0y 885—81;(2, 0) = —24 < 0. Entonces (-2,0) es un punto de maximo relativo de f.

Clasificacién del punto estacionario (—1,/18):

Hi(—1,V/18) = (2_\/112_8 2?) = det[H];(—1,4/18) = —72 < 0. Entonces (—1,/18) es un

punto de silla de f.

Clasificacién del punto estacionario (-1, —/18):

Hi(—1,—/18) = ( —12 _2\/1_8> = det[H];(—1,—v18) = —72 < 0. Entonces
e —2VI8 0 e

(—1,—/18) es un punto de silla de f.

5.3. Optimizacion sujeta a restricciones

El analisis de los métodos de optimizacion basados en el célculo se centrd en la optimizacion
no restringida. En muchas aplicaciones del modelado matemaético interviene la optimizacion
de una funcién objetivo sujeta a ciertas condiciones restrictivas, o simplemente restricciones.
Estas restricciones representan limitaciones capaces de influir en el grado que se optimizan
las funciones objetivo. Y pueden reflejar limitaciones como escasez de recursos (por ejemplo,
mano de obra, materiales o capital), poca demanda de productos, metas de ventas, etc.
Tipicamente, estos problemas tienen la forma

maz f(z,y) sujeto a g(z,y) = ¢ (+)
o alternativamente
min f(z,y) sujeto a g(x,y) = ¢ (x*)

Los problemas presentan esta estructura se consideran problemas de optimizacién restringida.
En esta seccién nos ocuparemos del método de sustitucion para resolver ciertos problemas de
optimizacién no lineal restringida.
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Método de substitucion

Presentaremos este método a través de un ejemplo: Una compania ha recibido una orden de
200 unidades para uno de sus productos. El pedido sera surtido con la produccién combinada
de sus dos plantas. La funciéon conjunta de costo de la fabricacién de este producto es:

C = flq1, %) =2¢; + ¢1¢2 + ¢ + 500

donde ¢; y @2 son las cantidades producidas en las plantas 1 y 2, respectivamente. Si el
objetivo es minimizar los costos totales, sujeto a la condicién de suministrar 200 unidades
procedentes de ambas plantas, ;qué cantidades debera proporcionar cada una?

En definitiva, el problema puede plantearse como
min f(q1,q2) sujeto a q; + gz = 200 (x * x)

En este caso, de la restriccion de igualdad tenemos que ¢ = 200 — ¢;. Observemos ademas
que existe una restriccion implicita en la letra: las magnitudes ¢; y g2 tienen que ser positivas,
lo que implica que 0 < ¢; < 200. Sustituyendo en la funcién de costos obtenemos una nueva
funcion h de una sola variable:

h:[0,200] — R/h(q1) = f(q1,q2) = 247 + @1(200 — ¢1) + (200 — ¢1)* + 500

De esta forma hemos reducido el problema (x * %) a un problema de optimizacién en una
variable: determinar el minimo absoluto de h en el intervalo [0, 200]

En resumen, esta estrategia de resolucion se basa en despejar una de la variables en funcion
de la otra (a partir de la restriccién de igualdad) y substituir dicha expresién en la funcién a
optimizar. De esta forma el problema quedara reducido a optimizar una funcién de una sola
variable.

20



	Optimización: Funciones de varias variables
	Análisis de funciones de dos variables
	Optimización de las funciones de dos variables (sin restricciones)
	Optimización sujeta a restricciones


