SOLUCION REPARTIDO PRACTICO N96:
OPTIMIZACION DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

MATEMATICA PARA LAS CIENCIAS SOCIALES - FCS - UDELAR
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Ejercicio 1.

Ejercicio 2.

Lf:flry) =o+y—2
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Ejercicio 3.
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Ejercicio 4.
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fpl (p17p2) = 2(_07 1)101 = _07 2p1
Jp2(P1,02) = 2(—0,5)p2 = —p2

ro
[ ]

fp:(20,10) = —0,2(20) = —4 = Si el precio del bien dos se mantiene fijo en 10
pesos y el del bien 1 aumenta de 20 a 21 entonces la cantidad demandada del bien
1 disminuira en aproximadamente 4 unidades.

f»,(20,10) = —10 = Si el precio del bien 1 se mantiene fijo en 20 pesos y el
precio del bien 2 aumenta de 10 a 11, entonces la demanda del bien 1 disminuira
aproximadamente en 10 unidades.

3. El precio del producto 2 afecta negativamente a la cantidad demandada del producto
1. Esto pasa cuando los bienes son complementarios. Por ejemplo, si sube el precio de
los panchos es esperable que baje la cantidad demandada de panes de pancho.

Ejercicio 5.
Derivadas de primer orden:

fe = 6x — 6y — 102y
fy = —6x — 12y + 52?

Derivadas de segundo orden:

foz =6 — 10y
fay = fyz = —6 — 102
fyy = _24y

([ 6+10y —6+4 10x
Hf(m’y)_<—6+10:z: —24y )

Ejercicio 6.

1. f(z,y) = 2%+ 4y* + 62 + 4y

a) Derivadas primeras:

fo(z,y) =204+ 6
fy(z,y) =8y +4
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b) Formamos el sistema:
20+6=0=2=-3

1

1
r=-3yy= —5 s el inico punto estacionario.

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en el punto estacionario y
determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

det[H]JC(i&i%) =28-0=16>0.

= Entonces la funcién presenta un minimo relativo en el punto estacionario

g%y

2. flz,y) =2y —2y* + 2y

a) Derivadas primeras:

fe(z,y) =y
fylz,y) = — 4y + 2

b) Formamos el sistema:

y=0=y=0
r—4y+2=0=2=-2

x = —2y y =0 es el Gnico punto estacionario.

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en el punto estacionario y
determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

flﬂ?(x7y) :0 = fSCLI: (_270) — O

det[H]f(_Zo) = 0(—4) —11=-1<0.
= Entonces la funcién presenta un punto de silla en el punto estacionario (—2,0).

3. flr,y) =2+ ¢y* +oy— 92+ 1

a) Derivadas primeras:

fo(z,y) =2 +y—9
fy(z,y) =2y +
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b) Formamos el sistema:

20 +y —9=0
2y +2 =0
x =6y y= —3 es el inico punto estacionario.

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en el punto estacionario y
determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

det[H] -3 =2.2-1.1=3<0.
= Entonces la funcién presenta un minimo relativo en el punto estacionario

(6, —3).

Ejercicio 7. Localice los puntos estacionarios de las siguientes funciones y determine la
naturaleza de los mismos:

1. f(x,y) = 42% — 122 + y* + 2y — 10

a) Derivadas primeras:

fo(z,y) =8z — 12
fy(z,y) =2y +2

b) Formamos el sistema:

DO | W

8qr—12=0=z =
2y+2=0=y=-1

xr = % y y = —1 es el tnico punto estacionario.

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en el punto estacionario y
determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

fyy(l‘,y> =2 = fyy (27 _1) =2>0
fyz(«f,y> :fxy<x,y) =0

det[H]f((j’_g) =82—-0.0=16 > 0.
= Entonces la funcién presenta un minimo relativo en el punto estacionario

(-1)
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2. f(x,y) = 22% + 4oy — 2%y — 4o

a) Derivadas primeras:
folw,y) =4 + 4y — 2wy — 4
fy(x,y) =4x — 172

b) Formamos el sistema:
dor + 4y — 22y — 4 =0
4 — 2* =0
Los puntos estacionarios del sistema son (0,1) y (4, 3).

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en los puntos estacionarios
y determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

fow(,y) =0= f,,(0,1)=0y = f,,,(4,3) =0
fym(xay) :fry(xvy> =4-2r= fmy(oa )=4y = fe(4,3) =2

Luego,
» det[Hy1)] = —2.0 — 4.4 = —16 se alcanza un punto de silla en (0, 1).
» det[Hyu3)] = 2.0 — (=2).(—2) = —4 se alcanza un punto de silla en (4, 3).

3. flz,y) =32% —day+3y> +8x — 1Ty +5

a) Derivadas primeras:

fo(z,y) =62 — 4y + 8
fy(z,y) = — 4z + 6y — 17

b) Formamos el sistema:

6z — 4y + 8 =0
—4x + 6y — 17 =0

El punto estacionario es (1, %)

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en el punto estacionario y
determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificarlos.

Fra(,y) =6 = fur (1, ;) —6>0

fuw(z,y) 6:>fyy< >:6>O
foae(@,y) =foy(z,y) = —4

Luego,
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. det[Hf(L%)] = 6.6 — (—4).(—4) = 20 se alcanza un minimo relativo en (1, I).

4. f(x,y) =2+ y* — 3zy

a) Derivadas primeras:

fo(z,y) =32 — 3y
fy(x,y) =3y° — 3

b) Formamos el sistema:

322 — 3y =0
3y* — 32 =0

Luego, f, = 32? — 3y = 0 = y = 2? = sustituimos en en f, = 0 = 3z* — 3z =
0= (0,0) y (1,1) son puntos estacionarios.

¢) Luego encontramos derivadas segundas para evaluarlas en los puntos estacionarios
y determinar el signo del determinante de la matriz Hessiana a fin de clasificar
dichos puntos.

fuy(@,y) =6y = f,(0,0) =0y fy,(1,1)=6>0
fyft(xay> :fxy<x:?/) = -3

Luego,

n det(Hppp) =0.0—-9= -9 < 0= hay un punto silla en (0,0).
» det(Hyn,1)) = 6.6 —9 =27 > 0 = hay minimo relativo en (1, 1).
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Ejercicio 8. 1. : f(z,y) = ax® + baxy® + 3y? — 10z

folx,y) = 2ax + by* — 10
fy(@,y) = 2bay + 6y

Luego,

a5+b(07?-10=10a - 10=0=a=1
b5(0) +6(0) =0

f=(5,0) =

2
f4(5,0) =2

A su vez,

Fo(=1,2) = 2(1)(=1) + 522 —10 = —2+4b— 10 = —12 +4b=0 = b = 3
£(~1,2) = 2(3)(~1)(2) + 6(2) = 0

2. Clasificar los puntos estacionarios de f hallados.
fex(z,y) =2a=2,1=2
fyy(z,y) =2bx+6 = (2)(3)x +6 =62 +6
fyr(@,y) = foy(z,y) = 2by = (2)3)y = 6y

Luego,
° det[H];(5,0) = 2(6(5) +6) — (6(0))>=72>0

y como f,(5,0) = 2; f,,(5,0) = 36 en (5,0) se presenta un minimo relativo.

Para ( -1,2 ):
det[H];(—1,2) = 2(6(—1) +6) — (6(2))* = —144 < 0

por lo que en (-1,2) se presenta un punto de silla.

Ejercicio 9. 1. f(2,1,75) ~ 3,838
of of

a—(x, y) =30+ 30z = 8—(2, 1,75) = 90 Interpretacion: Dada una situacién inicial con
Y

un precio del taxi de $ 2 y un precio de Uber de $ 1,75 por cada 100 metros recorridos,

por cada $ 1 que aumente el precio de Uber, dejando constante el precio del taxi, la

cantidad demandada de servicios de taxi aumenta aproximadamente en 90 unidades.

2.
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fu(x,y) = —200 + 40z + 30y
f2(3,4) =40
fy(z,y) =30+ 30z
fyay) = 120

Por lo que (3,4) no es punto estacionario de f.

Ejercicio 10.

75

50
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Ejercicios complementarios

Ejercicio 1.

1. fu=5—-4= f,. =0
fy =52 = f,, =0
fxy:fyx:E)

2. fp =062 4y +10= f,, = 122
fy=4—-4x= f,, =0
fxy:fyx:_4

3. fo= 2" +3y) = fu
fy = %(2y+3> = fyy =

4 fo=2e*In(y) = foo = 4e*in(y)
X T -1
fy:€2 %:>fyy:62 (y_Q)

facy = fyx = 262365

3 —12
fy:y_fifyy: y5:c

2 (y? + 3y)

s ||

Joy = fyzr = y%
6. fr =322 —3eB7) = f,. = 62 — 9e(3+~)
fy = 2eBr—2y) — foy = _4e(3e—2y)

fxy = fyx = 66(3m_2y)

Ejercicio 2.

L f(z,y) =y —y*— 3z — 62°
Entonces,
folz,y) = =312z

fy(l',y) =1- 2y

Entonces el sistema queda de la siguiente manera:

—3—-122 =0

1-2y=0
De lo que se desprende: X .
T = T;y D)

10
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Luego,
fyy(xaw = -2
f?ﬂ?(x?y) = fzy(xvy) - 0
Entonces:
F(2E 5 2 C1a <0
xTx 4 72 -
-1 1
— =) =-=2
Fyy(—35) <0
Y 11

Entonces la funcién presenta un maximo relativo en el punto estacionario (_Tl,
Cflryy) =2+t —wy + a3

Entonces,
fola,y) =22 —y + 32

folw,y) =2y —
Entonces el sistema queda de la siguiente manera:
20 —x2 =0

27 —y+32° =0

Esto es equivalente a,

x_
2—y
20 —y + 32 =0
Entonces,
x 3z
20 — =+ 327 =" +32°=0
x 2~|—:E 2+
Lo cual equivale a
:1:+ 9 <1+)
—t+zr'=x(=+zx)=
2 2

Lo cual implica x =00 z = —71

De lo que se desprende:

—1 —1

le=0y=0{r=—73y=—"}

Luego,
for(z,y) =2+ 6

11

N |
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fyy(a,y) =2
fyr = foy =—1
Entonces, para (0,0):
f2x(0,0)=2>0
fyy(0,0) =2>0

’ det[H](0,0) = 2,2 — (—=1).(=1) =3 > 0

Entonces la funcién presenta un maximo relativo en el punto estacionario (0, 0)

Y para (5, 5):
feal G 1) = —1>0
Tx 2 I 4 —
-1 -1
—,—)=2>0
fyy( 2 ) 4 )
y 1 -1
detl (5, ) = (~1).2 = (~1).(~1) = 3 <0
Entonces la funcién presenta un punto de silla en el punto estacionario
-1 -1
5T

- flxyy) =ay —a® — g

Entonces,
folz,y) =y —32°
fy(z,y) =2 =2y

Las derivadas segundas son:

fex(z,y) = —6x
foy(z,y) = =2
fey(z,y) =1

Luego,
fe(z,y) =y —32% = 0= y = 32”

= Sustituyoen f, =0=>2—2(32%) =0= (x =0,y =0); (x = %’yzﬁ)‘

Analizamos determinante del Hessiano para determinar la naturaleza de los puntos
criticos:

.(=2) = 1 < 0 = Hay punto silla en (%, 1—12)

D=

12
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Ejercicio 3.
1. Si (3,3) es un punto estacionario, entonces f;(3,3) =0y f,(3,3) =0:

f:(3,3) =202 —y—9=0= f,(3,3)=2a3-3-9=0=6a=12=q =2
£(3.3)=y—2=0=>3-3=0

Por su parte si f(3,3) =9 entonces:

2, 3 B
6.3 =) + 5~ (3)(3) - 93) + L =9
9 B
18—{—5—9—27—1-5—9
g 45 B

2. Hy(3,3) = f22(3,3) =4; f0y(3,3) = —1; £,.(3,3) = =1y ; f,,(3,3) = 1, por lo tanto:

H,(3,3) = (_41 _11) v det H(3,3) = 4(1) — (=1)(=1) = 3 = det H(3,3) = 3 > 0

por lo tanto, (3,3) es un minimo relativo.

3. fy(5,4) =4—5 = —1 = Interpretacion: Partiendo de una situacion inicial con 5 médicos
cada 1.000 habitantes y una inversién mensual de 4 délares per capita en informacion,
por cada dolar adicional que se gaste en informacion, el tiempo de espera para consultar
con un especialista disminuye en 1 dia aproximadamente.
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