6. Sucesiones y series numéricas

Se utilizan para identificar y analizar la evolucién de variables (sucesiones) en el tiempo
y calcular su valor en un momento del tiempo o su valor acumulado durante determinado
periodo (series).

6.1. Sucesiones

El concepto de sucesién tiene aplicaciones en los mas diversos ambitos: se utiliza para
representar la evolucion de una poblacién de individuos o de la produccion de bienes y
servicios de un pais, y para analizar politicas y programas aplicados (o proyectados) por el
Gobierno, el sector privado u otros agentes en diversas areas como la salud, la educacion, por
ejemplo.

Pensemos en el caso de una poblacién de personas, la poblacion de habitantes de Uruguay.
La misma se estima que ha crecido en los tltimos 10 anos a una tasa anual de 0,17 %. Si
suponemos que la misma tasa se mantendra constante en los préximos 5 anos y teniendo en
cuenta que el INE (Instituto Nacional de Estadistica) estima que la poblacién de Uruguay
en 2010 era de 3.356.584 personas, ;cudl serd la evoluciéon de la poblaciéon uruguaya en los
proximos 5 anos?

La poblaciéon de 2011 la podemos calcular multiplicando la poblacion de 2010 por
(140,17 %)=(1+0,0017) = 1,0017

Asf obtenemos una poblacién en 2011 de 3.356.584x1,0017~3.362.290.1

La poblacién de 2012 la obtendremos multiplicando el resultado anterior nuevamente por
1,0017, lo cual nos da: 3.368.006 habitantes.

Si continuamos razonando igual para el resto de los anos, obtenemos los siguientes valores:
Si repasamos los calculos hechos, vemos que siguen la siguiente regla:

Cuadro 1: Add caption
Ano 2011 2012 2013 2014 2015
Poblacion 3.362.290 | 3.368.006 | 3.373.732 | 3.379.467 | 3.385.212
(en habitantes)

1E] aproximado se debe a que la cifra fue redondeada a un ndmero entero, por tratarse de nimero de
habitantes.



Pobsyy11 = Pobaygip x 1,0017

Pobygrs = Pobagy1 x 1,0017 = Pobagig x 1,0017 x 1,0017 = 0bagi x (1,0017)?
Pobagis = Pobagia x 1,0017 = Pobygo x (1,0017)3

Pobag1s = Pobagis x 1,0017 = Pobygyg x (1,0017)*

Pobygys = Pobagis x 1,0017 = Pobggig x (1,0017)°

Podemos resumir todo en la presente regla de calculo: Pob, = Pobsyo X (1,0017)" =
3356584 x (1,0017)™ con n = 1,2,3,4,5, donde nos referimos a “2011” como ano 1, “2012”
como ano 2, y asi hasta “2015” como ano 5.

La evolucién de la poblacion de Uruguay en los préximos 5 anos la hemos representado, en
definitiva, como los primeros cinco términos de una sucesion de niimeros reales.

Definicién 1. Sucesién real.

Una sucesion real es una funcién que tiene como dominio el conjunto de los niimeros naturales
y como codominio el conjunto de los nimeros reales.

Notacion: Los valores de la sucesién los representaremos con la letra “a” y dependeran de
una variable que puede tomar como valores niimeros naturales y que representaremos con la

[

letra “n”. En términos matematicos entonces la sucesion se define asi:

a:N—R

En este caso, en lugar de la notacién habitual a(n) (recuerde que para funciones con dominio
real se usa f(z)), usaremos a, para indicar la regla de célculo de cada valor (o “término”)
de la sucesion.

En resumen, a,, designara a un término de la sucesién para un valor dado de n, mientras que
(ay) representara la sucesién en si.

Ejemplo 1: Sea la sucesién (a,),>0 tal que a,, = 2n
Para cada valor de n, tendremos su correspondiente valor de la sucesion.
Paran=0=ay=2x0=0Paran=1=q; =2x1=2Paran=2=ay,=2%x2=4

Y asi sucesivamente, generandose la siguiente sucesion: 0, 2, 4,...

La representacién grafica de la sucesién (a,,) es la siguiente:
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En el eje de abscisas se representa n, mientras en el de ordenadas se representa la sucesion.

in+3

Ejemplo 2: Sea la sucesién (by,),>3 tal que b, =
—_ = n

En este caso, como se indica en el subindice de la misma, la sucesiéon comienza en n = 3:

L 2 2 8

La representacion grafica de la misma es:
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Ejemplo 3: Sea la sucesién (c,): 1, 2, 4, 8, 16, ...

En este caso intentaremos deducir la regla de calculo de la misma, analizando qué tienen en
comun sus distintos términos. Observando los valores de la sucesién, se aprecia que los mismos



son todos potencias del nimero 2 (recuérdese que 2° = 1;2! = 2:2? = 4;23 = 8;2* = 16).

En términos més formales, podemos plantear que la sucesién (¢,) tiene como regla de célculo:
cn=2" n=0,1,2,3,..

Gréaficamente:
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Ejemplo 4: Sucesién aritmética.
Sea una sucesién (d,,) tal que cada término se obtiene sumandole al anterior un valor constante

k.

De esta manera, si el término inicial de la sucesiéon es dy = d, los siguientes términos serian:

dy=do+k=d+k
dy=dy+k=d+k+k=d+2k
d
ds = dy+ k = d+ 2k +k = d + 3k
~——

d2

En términos generales, el término enésimo de la sucesion responderia a la siguiente regla de
calculo:

dy=d

d, =d+nk

donde “d” es el valor inicial de la sucesién y “k” es la diferencia entre dos términos
consecutivos de la sucesion.

Ejemplo 5: Interpolacion lineal.

Se tienen los siguientes datos sobre el niimero de funcionarios ptblicos en Uruguay para los
anos 1905 y 1909: 15.801 y 18.760, respectivamente.? No se dispone de datos para los afios
intermedios, pero se quiere aproximarlos. A esta operacion de aproximar los valores de una
serie entre dos datos conocidos se le conoce como interpolar. Uno de los posibles supuestos

2Fuente: Banco de datos del Area de Historia Econémica del Instituto de Economia, Facultad de Ciencias
Econémicas y de Administracién, Universidad de la Republica.
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es pensar que el nimero de funcionarios piublicos crecié en una cantidad constante ano tras
ano, lo cual nos llevaria a aplicar el concepto definido anteriormente de sucesién aritmética.
El valor inicial seria 15.801. La diferencia de la sucesién, por su parte, podriamos calcularla
teniendo en cuenta la diferencia total observada entre 1905 y 1909 (18.760 — 15.801 = 2.959)
y el nimero de anos transcurridos (4). Asi, la diferencia de la sucesién seria 2.959/4 = 739,75.
Suponiendo un crecimiento anual constante se tiene entonces que el nimero de funcionarios
publicos habria crecido en 739,75 funcionarios ptiblicos por ano.

De esta manera, el nimero de funcionarios ptublicos entre 1905 y 1909 responderia a la
siguiente féormula:
a, = 15801 4+n x 739,75 n=0,1,2,3,4

donde n = 0 corresponde al ano 1905, n = 1a 1906, n = 2a 1907, n = 3 a 1908 y n = 4 a 1909.
Dicha férmula corresponde a los cinco primeros términos de una sucesién aritmética.

Los valores estimados para 1906, 1907 y 1908 son entonces, respectivamente:

a; = 15801 41 x 739,75 = 16540,75
as = 15801 4 2 x 739,75 = 17280,5
as = 15801 + 3 x 739,75 = 18020,25

Generamos por lo tanto la siguiente serie histérica de datos:®

Ano | N° de funcionarios publicos
1905 15.801
1906 16.541
1907 17.281
1908 18.020
1909 18.760

Graficamente quedaria asi (los puntos rojos senalan los datos aproximados; los puntos azules
senalan los datos reales):
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3Los valores estimados fueron redondeados teniendo en cuenta que se trata de nimero de personas.



Ejemplo 6. Sucesion geométrica.

Sea (e,) una sucesién en que cada término se obtiene multiplicando al anterior por una
constante ¢, denominada razén de la sucesion.

Asi, si el término inicial de la sucesién es ey = e, los siguientes términos de la sucesion serian:

e —e Xq
=€ Xqg=eXqgxqg=exqg
——
e1
_ _ 2 _ 3
€3 =€y X q=€eXqg Xq=e€eX(q
——

€2

En términos generales, el término enésimo de la sucesion responderia a la siguiente regla de
calculo:
€)= ¢€
ep,=exq",n>1
donde “e” es el término inicial de la sucesién y “q” es la razon.
Ejemplo 7: Interpolacion geométrica.

Retomemos la tarea de aproximar el valor del niimero de funcionarios ptblicos entre 1905 y
1909, pero ahora en vez de suponer que el mismo se incremento en una cantidad constante
ano tras afo, supongamos que crecié a una tasa (porcentaje) constante. Este nuevo supuesto
nos conducira a aplicar una sucesiéon geométrica para aproximar los valores. El valor inicial
de la sucesién es el nimero de funcionarios en 1905: 15.801.

Nos resta deducir el valor de la razén de la sucesién. Para ello razonaremos de la siguiente
forma. Si el nimero de funcionarios publicos crecié en un porcentaje constante ano tras ano
entonces el nimero de funcionarios en 1906 se podria obtener asi:

15.801%(¢*) donde g=1+tasa de crecimiento anual

El ntiimero de funcionarios en 1907 seria:

15801 x ¢ xq = 15801 x ¢°
—_——

N° func. en 1906

De esta manera, el nimero de funcionarios publicos entre 1905 y 1909 responderia a la

siguiente formula:
a, = 15,801 x ¢" n=0,1,2,3,4

donde n=0 corresponde al ano 1905, n=1 a 1906, n=2 a 1907, n=3 a 1908 y n=4 a 1909.



Dicha férmula corresponde a los cinco primeros términos de una sucesion geométrica.

Para poder aproximar los valores requeridos de la serie, debemos previamente deducir el valor
de g. Dado que conocemos el niimero de funcionarios en 1909, tenemos:

as = 15,801 x ¢* = 18760

De la anterior ecuacion podemos despejar el valor de g, la razén de la sucesién:

18760 /*
— (2270 1,043
4 (15801) ’

Suponiendo entonces que ¢=1,0439 (lo que equivale a suponer una tasa de crecimiento anual
constante de 4,39 %), se aproxima el valor de la serie para los anos 1906, 1907 y 1908:

a; = 15,801 x 1,0439 = 16494,66
ag = 15,801 x 1,0439% = 17218,78
az = 15,801 x 1,0439° = 17974,68

Generamos por lo tanto la siguiente serie historica de datos:

Ano | N° de funcionarios publicos
1905 15.801
1906 16.495
1907 17.219
1908 17.975
1909 18.760

En este caso, el grafico quedaria asi (los puntos rojos senalan los datos aproximados; los
puntos azules senalan los datos reales):
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Ejemplo 8. Sucesién definida por recurrencia. En algunas ocasiones puede definirse un
término de la sucesion en funcion de uno o varios de los términos anteriores. En estos casos



se dice que la sucesién estd definida por recurrencia. Por ejemplo, una sucesion aritmética de
valor inicial 2 y diferencia 3 puede definirse también de la siguiente manera:

ag = 2

p = Qp—1 +3 n>1
Como puede apreciarse, en este caso la regla de cédlculo del término enésimo de la sucesién
se expresa en funcién del término inmediato anterior. Ademas, también se da el valor del

primer término de la sucesién (ag), el cual recibe el nombre de valor de arranque.

A continuacién plantearemos algunas definiciones relativas al comportamiento de las
sucesiones.

Definicién 2. Sucesién acotada.

1. Diremos que una sucesion estd acotada superiormente si existe k € R tal que
a, < k,Yn € N. Es decir, todos los términos de la sucesién son menores o iguales que
un cierto numero real k.

2. Diremos que una sucesién estd acotada inferiormente si existe h € R tal que
a, > h,Yn € N. Es decir, todos los términos de la sucesiéon son mayores o iguales que
un cierto nimero real h.

3. Diremos que una sucesion estd acotada si lo esta superior e inferiormente, es decir si
existen k,h € R tal que h < a, < k,Vn € N. En otras palabras, todos los términos de
la sucesion se encuentran entre dos ntiimeros reales, h y k.

Ejemplo 9.

9.A Consideremos la sucesion del ejemplo 1: (a,)n>o tal que a, = 2n, cuyo grafico volvemos
a reproducir:

25

20

L 2

15

10

L 2




Puede observarse, tanto a partir de los valores que toma la sucesion como de su grafico,
que la sucesion estd acotada inferiormente (a, > 0 ,Vn € N), pero no superiormente
~—~

h
(no existe k € R tal que a,, < k,Vn € N).

1

n+1

> 0 ,Vn € N, con lo cual la
~—

9.B Consideremos ahora la siguiente sucesion: (a,)n>o tal que a,, =

Dado que n > 0, entonces n+ 1 > 0. Por lo tanto

n+1
sucesién esta acotada inferiormente.
Por otra parte, como para n > 0 se cumple que n+1 > 1, entonces

1
< 1 ,Vne
n+1="~

N, con lo cual la sucesion también esta acotada superiormente.

Definicién 3. Sucesién mondtona.

1. Diremos que una sucesién es monotona creciente si se cumple que a, 1 > a,,Vn € N
(o lo que es lo mismo: a,1 — a, > 0). En otras palabras, una sucesién es monétona
creciente cuando cada término es mayor o igual que el anterior.

Si la desigualdad se cumple de manera estricta: a,.1 > a,,Vn € N (a,41 —an > 0), se
dice que la sucesion es estrictamente mondtona creciente.

2. Diremos que una sucesién es monotona decreciente si se cumple que an + 1 <
an,¥n € N (o lo que es equivalente a,, 11 — a, < 0). Es decir, una sucesién es mondtona
decreciente cuando cada término es menor o igual que el anterior.

Si la desigualdad se cumple de manera estricta: a,1 < a,,¥n € N (a,+1 —an < 0), se
dice que la sucesion es estrictamente mondtona decreciente.

Ejemplo 10.

10.A Consideremos nuevamente la sucesién del ejemplo 1: (a,),>0 tal que a, = 2n.
En este caso ap1 —a, =2(n+1)—2n=2n+2—-2n=2> 0.
Por lo tanto la sucesion es estrictamente monoétona creciente. Obsérvese su grafico para
corroborar la conclusién.

1
10.B Consideremos ahora la sucesién del ejemplo 7.B: (a,),>0 tal que a, = Tl
= n
En este caso:

1 1 1 1
Api1 — Qp = — = —
i (n+1)+1 (n+1) (+2) (n+1)
1—n—2 ~1
_prionze <0VneN

m+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Por lo tanto la sucesién es estrictamente mondtona decreciente.



10.C Sea la sucesién (an,)n>o0 tal que a, = (—2)™.
En este caso:

st — @y = (~2)" = (<2)" = (~2)"(~2 — 1) = (~2)"(-3)

Este resultado no tiene signo constante, pues es negativo para valores de n par, y es
positivo para valores de n impar.

Si graficamos la sucesion, observamos facilmente que no tiene un comportamiento
monotono:
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Definicién 4. Limite de una sucesion.

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales. Entonces:

1. Sucesién convergente. Se dice que una sucesion es convergente si:

lirf a, = L € R <= para cada € > 0, existe ng € N, tal que si n > ny entonces
n—-+0o0o

a, € (L —¢€, L +e¢).
En otras palabras, decimos que la sucesién (a,) converge a L si a partir de cierto
momento la sucesion se encuentra tan cerca de L como queramos.

2. Sucesién divergente a +o0o. Se dice que una sucesién diverge a +oo si:

lim a, = +o0 <= para cada K € R, existe ng € N, tal que si n > ngy entonces
n—-+o0o

a, > K.
Es decir, decimos que la sucesién (a,,) diverge a +oo si, dado un nimero K arbitrario,
a partir de cierto momento la sucesion es siempre mayor que K.

3. Sucesion divergente a —oo. Se dice que una sucesién diverge a —oo si:

lir}rl a, = —o0 <= para cada K € R, existe ng € N, tal que si n > ny entonces
n—-+0o0

a, < K.
Es decir, decimos que la sucesién (a,,) diverge a —oo si, dado un nimero K arbitrario,
a partir de cierto momento la sucesion es siempre menor que K.
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4. Sucesién oscilante. Se dice que una sucesion es oscilante si:

lim a, no existe.
n—-+o0o

Nota: Para el calculo del limite de una sucesién podemos aplicar en la mayoria de los casos
los resultados conocidos para limites de funciones reales con dominio real.

Ejemplo 11.

11.A Consideremos la sucesion del ejemplo 1: (a,),>0 tal que a,, = 2n.
lim a, = lim 2n = +oo. Por ende, la sucesién (a,) diverge a +oc.

n—-+0o n—+00
. - . dn + 3
11.B Consideremos ahora la sucesién del ejemplo 2: (b,),>3 tal que b, = )
- n
, . 4dn+3 . 4n ; Iy
lim a, = lim = lim — = lim 4 = 4. Por ende, la sucesién (b,,) converge
n—400 n—-4o0o n n—4+oo N n—-4o00
a 4.
11.C Tengamos en cuenta por dltimo la sucesién del ejemplo 8.C: (ay,),>0 tal que a, = (—2)".
lim a, = lim (—2)" no existe. Por lo tanto, la sucesién (a,) es oscilante.
n——+oo n—-+00

Proposicion 1.

1. Toda sucesiéon convergente estd acotada.

2. Toda sucesion monotona creciente y acotada superiormente, converge.
3. Toda sucesién monotona creciente y no acotada superiormente, diverge.
4. Toda sucesion monotona decreciente y acotada inferiormente, converge.

5. Toda sucesién monotona decreciente y no acotada inferiormente, diverge.

Ejemplo 12. Sea la sucesién del ejemplo 1: (a,),>o tal que a, = 2n. En el e¢jemplo 8.A
demostramos que la misma es monétona creciente, mientras en el ejemplo 7.A dedujimos
que la misma no esta acotada superiormente. Por consiguiente, aplicando la proposicion 3,
podemos concluir que la sucesién diverge (lo que por otra parte queda confirmado por lo
calculado en el ejemplo 9.A).
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6.2. Series

Conceptos previos: sumatoria

Al manipular magnitudes o expresiones algebraicas es comin que tengamos que lidiar con
sumas de estas. A veces las sumas son “chicas”, en el sentido de que involucran pocos términos,
pero otras veces son “grandes” ya que contienen un gran ntmero de términos. Para facilitar
el trabajo con estas tltimas es que se introduce el simbolo de sumatoria » .

Veamos el posible uso de este simbolo para el caso de una suma de un nimero no demasiado
grande de términos, por ejemplo los primeros 15 niimeros naturales:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+1+12+13+14+15

Esta suma puede expresarse con el simbolo de sumatoria de la siguiente forma:
15
>
i=1

La utilidad principal del simbolo de sumatoria es la abreviacién. Permite escribir de forma
compacta expresiones que de otra forma serfa mas engorroso describir.

Una sumatoria tiene dos componentes que determinan su estructura:

1. La variable de control, la cual toma valores dentro de cierto rango de nimeros naturales.
En nuestro caso la variable es 7 y toma todos los valores naturales entre el 1 y el 15. El
nombre de la variable de control y su valor inicial siempre aparecen debajo del simbolo
de sumatoria, mientras que el valor final siempre aparece sobre dicho simbolo.

La cantidad de nimeros naturales dentro del rango de la variable de control determina
la cantidad de términos de la suma, en nuestro caso 15 términos.

2. La expresién que va a ser “sumada”. Esta expresién aparece a la derecha del simbolo de
sumatoria y habitualmente va a contener a la variable de control. De hecho en nuestro
ejemplo la expresion es simplemente la propia variable i.

Ejemplo 13.
6
>
i=1
En este caso el rango de la variable de control esta entre 1 y 6, por lo que la suma va a tener
6 términos. A su vez, cada término se calcula elevando al cuadrado a la variable de control.
Por lo tanto lo que tenemos es la suma de los cuadrados de los primeros 6 niimeros naturales.

6
=142 43+ 47+ 5 46
i=1
Es importante tener presente que el simbolo de sumatoria inicamente permite abreviar una
expresion larga, no es un calculo del “resultado” de la suma.
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Ejemplo 14. La suma de los primero 5 niimeros pares puede escribirse como:

5
D 2 =2(1) +2(2) +2(3) + 2(4) + 2(5)
i=1

La suma de los primeros 7 nimeros impares puede escribirse como:

Z(2¢+ D=020)+D+2(1)+1)+2(2)+1)+(23)+1)+(2(4)+1)+(2(5)+ 1)+ (2(6)+1)

1=0

Claramente el “nombre” o simbolo que usemos para la variable de control no es relevante,

por lo que:
5 5
D 2= 2n
i=1 n=1

Puede darse la situacién que la variable de control no aparezca en la expresion a ser sumada.
En ese caso la expresion debemos considerarla como una constante y sumarla tantas veces
como valores haya en el rango de la variable de control. Por ejemplo, si sumamos 10 veces el
nimero 3, podemos expresarlo de la siguiente forma:

10
>3
i=1
En otros casos va a ser necesario sumar términos de una sucesién que tenemos definida con

antelacion. Esto es, dada una sucesion a,,, n > 0; si queremos sumar sus primeros 25 términos
podemos expresarlo de la siguiente forma:

Un contexto similar tenemos al trabajar con matrices. Pensemos en una matriz A de tamano
3x3.

a1l aiz2 Az
A= [an ax @23

a31 dasz2 G33

Si quisiéramos sumar las entradas de la segunda fila, podriamos expresarlo asi:

3
g a2;
i=1

El dltimo caso importante es aquel en el cual queremos expresar una suma con una cantidad
no determinada de términos. Por ejemplo, la suma de los primeros n nimeros naturales
podria expresarse asi: 1 +2+3+ ... +n

Una manera de expresar esta suma de forma maés concisa es:

n
2
i=1
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Aplicaciéon a las Ciencias Sociales

En ciertos casos nos puede interesar sumar algunos o todos los términos de una sucesién. Por
ejemplo, consideremos la siguiente sucesion, que representa el Gasto publico en educacién por
ano. Suponemos que el mismo, expresado en millones de pesos, tenia un valor de 7.000 en el
ano 2000 y que crece a una tasa anual de 10 %, lo cual se traduce en la siguiente sucesion
(conviene que ti la chequees para comprobar que es correcta):

7.000, 7.700, 8.470, 9.317, 10.249, 11.274, 12.401, 13.641, 15.005, 16.506,...

Por lo visto en la seccién previa, sabemos que la anterior sucesion es geométrica de valor
inicial 7.000 y razén (1,1), la cual podemos expresar en lenguaje matemético de esta manera:

(an)n>o tal que a, = 7000(1,1)"

donde n=0 corresponde al ano 2000, n=1 al 2001, y asi sucesivamente.
En este caso podria resultar informativo sumar los gastos publicos en educacién
correspondientes al periodo 2000-2004. En términos matemaéticos:

4
Gasto publico en educacionygyg_sgos = Z a; = ap + ay + az + az + ag = 42736
i=0

El Gasto publico en educacién en el perfodo 2000-2004 serfa entonces de $42.736 millones de
pesos.

El stmbolo > se conoce como sumatoria y no es otro que la letra mayiscula griega Sigma.

Pero también nos podria interesar intentar sumar todos los términos de una sucesion.
Obsérvese que eso implicaria sumar infinitos términos. En términos matematicos formales

intentariamos calcular:
“+o00

>
=0

que recibe el nombre de serie numérica.

Para estudiar si podemos calcular la suma anterior, vamos a definir algunos conceptos basicos.
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Definicién 5. Sumas parciales.

Sea (a,)n>0 una sucesién de ndimeros reales. Llamamos sucesiéon de sumas parciales a la
sucesion (S, ),>o definida por:

Sn:a0+a1+a2+a3+...+an:Zan
i=0

Ejemplo 15.
. 1 1 . L.
15.A Sea la sucesién (a,),>o0 tal que a, = —— — Entonces la suma parcial enésima
= n+1l n4+2
(Sn) es:
Sn = T : -
; ¢ ; (z +1 i+ 2)
_ (4 1 . 1 1 n 1 1 T 1 1 n 1 1
B 2 2 3 3 4) 7 n n+1 n+l n+2
H/_/ N~ - ~ N - ~ ~~ - A ~~ -
ap al a2 An—1 Qn
B 1
N n+2

Para llegar al resultado final hemos observado que todos los demas términos de la suma
se anulan.

15.B Sea una sucesién constante (by,),>o tal que b, =3, conn=0,1,2, ...
Entonces la suma parcial enésima (.S,,) queda:

Sn:z;bi:z;?): b3 + b3 + b3 ot b3 =3x(n+1)
= = 0 1 2 n

n —
La suma parcial enésima en este caso queda:

S, = éc - gln (Z ! 1) - i[ln(i) “lnfi— 1))

=2

=[In(2) = In(2 - 1)] + [In(3) = In(3 — 1)] + [In(4) — In(4 — 1)] +... + [In(n) — In(n — 1)]

15.C Sea la sucesion (c,)n>2 tal que ¢, = In ( n 1) conn=2,3,4,..

= [In(n) — In(1)] = In(n)
~—~—

=0
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Definicién 6. Series convergentes, divergentes y oscilantes.

Sea (an), > 0 una sucesién de numeros reales y (S,), > 0 su correspondiente sucesién de
sumas parciales.

1. Si lim S, =S € R, entonces se dice que la serie 37> a,, converge y su suma es S:
n—-+o0o n=0

.1 o . . +o0 .
2. Si ngrfw Sp = 400 (0 — 00), entonces se dice que la serie ) '~ a, diverge. En este

caso no le asignamos ningun valor.

3. Si lim S, no existe, entonces se dice que la serie Z:ﬁ% a, osctla. En este caso
n—-+00 -

tampoco no le asignamos ningun valor.
Ejemplo 16.

1 1

n+l n+2
clasificar la serie ZZZS a,. En el ejemplo 15.A probamos que la suma parcial enésima
generada por la sucesién (a,,) era:

16.A Dada la sucesion del ejemplo 15.A (a,),>0 tal que a, = , queremos

1
n+ 2

Sp=1-

Si calculamos el limite con n tendiendo a 400, se obtiene:

Entonces se concluye que la serie Y0 a,, converge y su suma vale 1.

16.B Dada la sucesion del ejemplo 15.B (b,,),>0 tal que b, = 3, con n =0, 1,2, ..., queremos
clasificar la serie Z:f(’) b,. Para ello precisamos en primer lugar la suma parcial enésima
generada por esta sucesion, la cual fue calculada en el ejemplo 15.B:

W =3x(n+1)
Si calculamos el limite con n tendiendo a 400, se obtiene:

lim S, = lim 3x(n+1)=+o00

n——+oo n—-+oo

Por lo tanto la serie Z;ﬁ% b, diverge.
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16.C Queremos clasificar ahora la siguiente serie:* :ﬁ(—l)”
Deduzcamos en primer lugar el valor de la suma parcial enésima. Para ello calcularemos
antes algunas sumas parciales: Sp, S, S3, S4.

1

Si=(=1) =

Sy = (— 1)1+( 1) =—14+1=0

Sy= (=)' + ()" +(-1)*=-1
Si=(=D'+ (=1 + (=1 + (-1 =0

Se deduce por lo tanto que:

—1 sinespar
5@:{ P

0 si n es impar

Por ende: hr+n S,, no existe, con lo cual la serie > (—1)" oscila.
n—-+0o0

Proposiciéon 2. Condiciéon necesaria de convergencia.

Si Y% a,, converge, entonces (a,) — 0.

Proposiciéon 3. Condiciéon suficiente de divergencia.

Si lim a, existe y es distinto de 0 = Zn o an diverge.

n—-+o0o

Definicién 7. Serie geométrica.
Se conoce como serie geométrica a la generada por una sucesién geométrica (a,), > 0 tal

que a, = q", (¢ € R,q # 1)°.

Clasificaremos entonces la siguiente serie: ZJFEB q"

Para ello debemos calcular el h’rf Sy, donde S, es:
n—-+0oo

Si=0"+¢ +@+¢ + ..+ "
Si multiplicamos S,, por ¢, se obtiene:
¢xSy=gx (" +¢'+ @+ + )=+ AP T
De lo cual se deduce que:

1_ n+1
S, —qxS,= ¢° —q”+1:>(1—q)Sn:1—q”+1:>Sn:—q, conn>0,q#1
> b=a

4Este ejemplo fue tomado de Pelaez (2009), p.235.
5En el caso en que g = 1, el resultado es una serie generada por una sucesién constante, como la trabajada
en el ejemplo 16.B.
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Una vez que tenemos la suma parcial enésima, nos resta calcular el limite con n tendiendo a
~+00, discutiendo segun el valor de ¢:

—0
~ N
1—q"t! 1
. Silgl < 1,¢" — 0= lim S, = lim = . En este caso la serie
~~~ n—+oo n—+oo ] — q 1— q
n—-+4o0o
1
geométrica converge y Z;’i% q" = T—o
—q
—+00
~ =
n+1
.Sig>1,¢""" = 4o0o= lim S, = lim = +00. En este caso la serie
~~ n—+o0 n—+oo 1 —gq

n—-+4o0o
geometrlca dlverge.

3. Sig< —1, lim ¢"™! noexiste = lim S, no existe. Por lo tanto, la serie geométrica

n—-+o0o n—-+4o0o
oscila.

En resumen, si queremos clasificar una serie geométrica » "%

q":

1

+oo n

1. ZZZ) q" converge si y solo si |¢| < 1. En este caso, ademas, )~ ¢" = ——.

2. Y g diverge si g > 1.

3. 370 q" oscila si g < —1.

—+00

Nota: Obsérvese que las series Z:i% 0", 200

son idénticas.
Ejemplo 17.

Se quiere clasificar las siguientes series geométricas:

1—¢q

¢!y, en general, Z;ﬁ% q" % conae€ N,a>1

+00 1 n +00 +00
A. Z:O (g) . B. 202", C. ;(—3)"

1 n

17.A |q| = 1/3 < 1. Entonces, Z::E) (—) converge y, ademas,

3
+00 (1) __ 3
n=0 - 1 -
3 - <_> 2
3
17.B ¢ =2 > 1. Entonces, > > 2" diverge.

17.C ¢ = —3 < —1. Entonces > % (—3)" oscila.
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A continuacién presentaremos someramente algunas propiedades de las series.

Propiedad de Aditividad.

Sean (an), > 0 una sucesion, r un numero natural mayor o igual que 1. Entonces las series

—+o0 —+o0 . . . .
o 00n Y >, apn tienen el mismo comportamiento (ambas convergen, ambas divergen o

ambas oscilan).

En caso en que ambas converjan, se cumple ademas:

“+o00 —+o00
g an:a0+a1+...+ar_1+§ Qn,
n=0 n=r

Ejemplo 18.

1\" 1\"
Consideremos la serie % (—) . Sabemos, por el ejemplo 17.A que la serie > °° —)

n=2 n=0
3 3
converge. Por lo tanto, por la propiedad de aditividad, se concluye que la serie también
converge.

Ademas, podemos calcular el valor de su suma:

400 n 0 1 +o0 n
1 1 1 1

>(5) = (5) () 2 (5)

Entonces:

Propiedad de linealidad.

Sean (an), > 0y (bn), > 0 dos sucesiones de nimeros reales y k£ un nimero real. Entonces:

. . —+o00 “+o0 . . . 7
1. Sik#0, las series > " a, y Y. "ok X a, tienen el mismo comportamiento. Ademas,
en caso de que converjan, se cumple que:

“+o0o “+oo
kaan:k <Zan>
n=0 n=0

2. Si > a, converge y > b, converge, entonces Y% (a, + b,) converge y ademés:

n=

+o0 +oo +o0
2 (0 tba) = D an+ D b
n=0 n=0 n=0
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Ejemplo 19.

3

1\" _
Queremos clasificar la serie Z;:i’; 5) <— y, si corresponde, calcular su suma.

1 n
Sabemos por el ejemplo 18 que Y7 ( =) converge y su suma vale 1/6.
n=2 3

1 n
Entonces, por la propiedad de linealidad, se concluye que la serie ::3 5 (5) también

converge. Ademds, su suma vale:

. (1) R 1 5
ORDIORIE
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