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. PREFACIO

La teoria de juegos es el estudio de problemas de decisién multipersona-
les. Tales problemas se plantean frecuentemente en economia. Como es
bien sabido, por ejemplo, en situaciones de oligopolio se dan tipicamente
“ ' problemas de este tipo (cada empresa debe tener en cuenta lo que haran
i las demds). Pero muchas otras aplicaciones de teoria de juegos surgen
l en campos ajenos a la organizacién industrial. A nivel micro econémico,
\ muchos modelos de intercambio (como los de negociacion y de subasta)
\\ utilizan teorfa de juegos. A un nivel de agregacién intermedio, y en el
I
i

campo de la economia laboral o de la economia financiera se utiliza la
| teorfa de juegos en modelos de comportamiento de las empresas en los
\\ mercados de factores, o para dilucidar problemas de decisién multiperso-
!
|
\\
]

nales dentro de ellas: varios trabajadores compitiendo por un ascenso, va-
rios departamentos compitiendo por unos mismos recursos. Finalmente,
al nivel mds alto de agregacién, en el campo de la economia internacional,
{ se utiliza en modelos en los que los pafses compiten (o coluden) en sus
decisiones arancelarias y, en general, en una politica economica exterior;
\‘ 0 en macroeconomia, para analizar los resultados de la politica monetaria
|
|

cuando el gobierno y los agentes que determinan los salarios o los precios
' se comportan estratégicamente. '
\ ;

Este libro estd concebido para presentar la teoria de juegos a quienes
| maés tarde construirdn (o, al menos, consumiran) los modelos de la teoria
| de juegos en los dmbitos aplicados de la economia. Se han procurado
| resaltar en él las aplicaciones de la teorfa, tanto al menos como la propia

teoria, por tres razones. En primer lugar, porque las aplicaciones ayudan

a ensefiar la teorfa. En segundo lugar, porque las aplicaciones ilustran el

proceso de construccién de modelos; es decir, el proceso de traduccién

de la descripcién informal de una determinada situacién a un problema
| formal de teoria de juegos para ser analizado. En tercer lugar, porque

las diversas aplicaciones permiten comprobar que problemas similares
surgen en dreas diferentes del andlisis econémico, y que los mismos ins-
| trumentos de teoria de juegos pueden aplicarse en cada situacién. Para
|

T
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subrayar el amplio alcance potencial de los juegos los ejemplos habituales
de organizacion industrial han sido sustituidos en gran medida por apli-
caciones en el ambito de la economia laboral, de la macroeconomia y de
otros campos aplicados del andlisis econémico.!

Discutiremos cuatro tpos de juegos: juegos estaticos con informacion
completa, juegos dindamicos con informacion completa, juegos estaticos
con informacién incompleta y juegos dindmicos con informacién incom-
pleta. (Unjuego tiene informacion incompleta siun jugador no conoce las
ganancias de otro jugador, cOmMO OCUrTe en una subasta cuando uno delos
licitadores no sabe cuanto esta dispuesto a pagar otro licitador por el bien
subastado.) Correspondiendo a estas cuatro clases de juegos habra cuatro
nociones de equilibrio: equilibrio de Nash, equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos, equilibrio bayesiano de Nash y equilibrio bayesiano perfecto.

Existen dos maneras (relacionadas) de entender estos conceptos de
equilibrio. Primero, se pueden entender como sucesiones de conceptos
de equilibrio cada vez més poderosos, donde las definiciones méas podero-
sas (es decir, mas restrictivas) constituyen intentos de eliminar equilibrios
poco plausibles permitidos por nociones de equilibrio mas débiles. Ve-
remos, por ejemplo, que el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es
mas poderoso que el equilibrio de Nash, y que el equilibrio bayesiano
perfecto es a su vez méas poderoso que el equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos. Segundo, puede afirmarse que el concepto de equilibrio rele-
vante es siempre el equilibrio bayesiano perfecto (0 quizés un concepto
de solucién atin mas poderoso), aunque éste es equivalente al equilibrio
de Nash en juegos estaticos con informacién completa, equivalente a la
perfeccion en subjuegos en juegos dinamicos con informacion completa (y
perfecta) y equivalente al equilibrio bayesiano de Nash en juegos estaticos
con informacién incompleta.

Este libro puede utilizarse de dos formas. A los estudiantes de eco-
nomia de primer afto de doctorado, muchas de las aplicaciones les seran
ya familiares, por lo que la parte de teoria de juegos se puede cubrir en
medio semestre, dejando muchas de las aplicaciones para Ser estudiadas
fuera de clase. A los estudiantes de licenciatura, conviene presentarles
la teoria un poco mas despacio, y cubrir en clase virtualmente todas las
aplicaciones. El prerrequisito matematico fundamental es el cdlculo di-
ferencial en una variable; Jos rudimentos de probabilidad y andlisis se

introducen a medida que se necesitan.

1 Una buena fuente de aplicaciones de teoria de juegos en el &mbito de la organizacion
industrial es Teoria de la organizacion industrial, de Tirole (Ariel, 1990).
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1. JUEGOS ESTATICOS
CON INFORMACION COMPLETA

En este capitulo consideramos juegos simples de la siguiente forma: pri-
mero los jugadores forman decisiones simultineamente; a continuacién
reciben sus ganancias, que dependen de la combinacién de acciones que
acaban de elegir. Dentro de la clase de estos juegos estéticos (o de decisién
simultdnea), restringimos nuestra atencién a los juegos con informacion
completa. Es decir, la funcién de ganancias de cada jugador (la funcién
que determina la ganancia de cada jugador a partir de la combinacién
de acciones elegidas por los jugadores) es conocida por los jugadores.
Estudiamos los juegos dindmicos (o de toma de decisiones sucesivas) en
los capitulos 2 y 4, y los juegos con informacién incompleta (juegos en
los cuales algiin jugador no estd seguro de la funcién de ganancias de
otro jugador, como ocurre en una subasta en la cual lo que cada licitador
estd dispuesto a pagar por el bien subastado es desconocido por los otros
licitadores) en los capitulos 3 y 4.

En la seccién 1.1 entramos en las dos cuestiones bésicas de la teoria de
juegos: cémo describir un juego y cémo resolver el problema de teoria
de juegos resultante. Con este fin describimos los instrumentos que uti-
lizaremos para analizar los juegos estaticos con informacién completa, y
sentaremos las bases de la teoria que utilizaremos para analizar juegos
mas ricos en capitulos posteriores. Definimos también la representacion en
forma normal de un juego y la nocién de estrategia estrictamente dominada.
Demostramos que algunos juegos pueden resolverse mediante la apli-
cacion de la idea de que los jugadores racionales no utilizan estrategias
estrictamente dominadas, pero también que en otros juegos este enfo-
que da lugar a predicciones muy imprecisas sobre el desarrollo del juego
(algunas veces tan imprecisa como la afirmaciéon de que “cualquier cosa
puede ocurrir”). Después, definimos el equilibrio de Nash, un concepto de
solucién que da pie a predicciones mucho mas precisas en una clase de
juegos muy amplia.
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En la seccién 1.2, utilizando los instrumentos desarrollados en la
seccion previa, analizamos cuatro aplicaciones: el modelo de competencia
imperfecta de Cournot (1838), el modelo de competencia imperfecta de
Bertrand (1883), el modelo de arbitraje de oferta final de Farber (1980)
y el problema de los ejidos (discutido por Hume [1739] y otros). En
cada aplicacién, en primer lugar traducimos la descripcién informal del
problema a una representacién en la forma normal del juego y después
hallamos su equilibrio de Nash. (Cada una de estas aplicaciones tiene un
tnico equilibrio de Nash, pero discutimos ejemplos en los cuales esto no
ocurre.)

En la seccién 1.3 volvemos a la teoria. En primer lugar definimos la
nocién de estrategia mixta, que interpretamos en términos de la falta de cer-
teza de un jugador con respecto a lo que otro jugador hara. Seguidamente,
enunciamos y discutimos el teorema de Nash (1950), el cual garantiza que
un equilibrio de Nash (que puede incluir estrategias mixtas) existe en una
amplia clase de juegos. Puesto que presentamos primero la teoria ba-
sica en la seccién 1.1, las aplicaciones en la seccién 1.2 y, finalmente, mas
teoria en la seccién 1.3, resulta evidente que el conocimiento de la teoria
incluida en la seccién 1.3 no constituye un requisito para entender las
aplicaciones de la seccion 1.2. Por otra parte, la idea de estrategia mixta y
la existencia de equilibrio aparecen (ocasionalmente) en capitulos poste-
riores.

Cada capitulo concluye con ejercicios, sugerencias de lectura adicional
y referencias.

1.1 Teoria basica: Juegos en forma normal y equilibrio de Nash

1.1.A Representacion de los juegos en forma normal

En la representacién de un juego en forma normal cada jugador elige de
forma simultdnea una estrategia, y la combinacién de las estrategias ele-
gidas por los jugadores determina la ganancia de cada jugador. Vamos
a ilustrar la representacién en forma normal con un ejemplo clésico, el
del dilema de los presos. Dos sospechosos son arrestados y acusados de
un delito. La policia no tiene evidencia suficiente para condenar a los
sospechosos, a menos que uno confiese. La policia encierra a los sospe-
chosos en celdas separadas y les explica las consecuencias derivadas de las
decisiones que formen. Si ninguno confiesa, ambos serdn condenados por
un delito menor y sentenciados a un mes de carcel. Si ambos confiesan,
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serdn sentenciados a seis meses de cdrcel. Finalmente, si uno confiesa y el
otro no, el que confiesa sera puesto en libertad inmediatamente y el otro
serd sentenciado a nueve meses en prision, seis por el delito y tres mas
por obstruccion a la justicia.

El problema de los presos puede representarse mediante la siguiente
matriz binaria. (Como matriz, una matriz binaria puede tener un niimero
arbitrario de filas y columnas; binaria se refiere al hecho de que en un
juego de dos jugadores hay dos niimeros en cada casilla, las ganancias de
los dos jugadores).

Preso 2
Callarse Confesar

Callarse | —1,-1 =9,0
Preso 1

Confesar| 0,—9 —6,—6

El dilema de los presos

En este juego, cada jugador cuenta con dos estrategias posibles: confe-
sar y no confesar. Las ganancias de los dos jugadores cuando eligen un par
concreto de estrategias aparecen en la casilla correspondiente de la ma-
triz binaria. Por convencién, la ganancia del llamado jugador-fila (aqui el
preso 1) es la primera ganancia, seguida por la ganancia del jugador-
columna (aqui el preso 2). Por eso, si por ejemplo el preso 1 elige callar y.
el preso 2 elige confesar, el preso 1 recibe una ganancia de -9 (que repre-
senta nueve meses en prision) y el preso 2 recibe una ganancia de 0 (que
representa la inmediata puesta en libertad).

Ahora abordamos el caso general. La representacion en forma normal
de un juego especifica: (1) los jugadores en el juego, (2) las estrategias
de que dispone cada jugador y (3) la ganancia de cada jugador en cada
combinacién posible de estrategias. A menudo discutiremos juegos con
un nimero n de jugadores, en los cuales los jugadores estan numerados de
1 a n y un jugador arbitrario es denominado jugador i. Sea S; el conjunto
de estrategias con que cuenta el jugador : (llamado espacio de estrategias
de 1), y sea s; un elemento arbitrario de este conjunto. (Ocasionalmente
escribiremos s; € S5; para indicar que la estrategia s; es un elemento
del conjunto S;.) Sea (sy, . ..,s,) una combinacién de estrategias, una para
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cada jugador, y sea u; la funcién de ganancias del jugadori: u;(sq, . ..,s,) es
la ganancia del jugador i si los jugadores eligen las estrategias (s1, . ..,5,).
Compilando toda esta informacién tenemos:

Definicion. La representacion en forma normal de un juego con n jugadores
especifica los espacios de estrategias de los jugadores Sy, . ..,S, y sus funciones
de ganancias uy, . . . un. Denotamos este juego con G = {Sy,...,Sn;u1, ... Un}.

Aunque hemos indicado que en un juego en forma normal los juga-
dores eligen sus estrategias de forma simultdnea, esto no significa que las
partes actiien necesariamente de forma simultdnea. Es suficiente que cada
parte elija la accién a seguir sin conocer las decisiones de los demas, como
serfa aqui el caso si los presos tomasen una decision en momentos arbitra-
rios en sus celdas separadas. Ademds, aunque en este capitulo utilizamos
juegos en forma normal para representar solamente juegos estéticos en
los cuales los jugadores actiian todos sin conocer las decisiones de los
demads jugadores, veremos en el capitulo 2 que las representaciones en
forma normal pueden darse en juegos con tomas de decisién sucesivas,
pero también que una alternativa, la representacion en forma extensiva del
juego, es a menudo un marco de trabajo mds conveniente para analizar
los aspectos dindmicos de los juegos.

1.1.B Eliminacidn iterativa de estrategias estrictamente dominadas

Después de describir un modo de representar un juego, ahora vamos a
esbozar una forma de resolver un problema de teoria de juegos. Empe-
zamos con el dilema de los presos, porque es facil de resolver utilizando
tinicamente la idea de que un jugador racional no utilizar4 una estrategia
estrictamente dominada.

En el dilema de los presos, si un sospechoso va a confesar, seria mejor
para el otro confesar y con ello ir a la carcel seis meses, en lugar de callarse
y pasar nueve meses en prision. Del mismo modo, si un sospechoso va a
callarse, para el otro seria mejor confesar y con ello ser puesto en libertad
inmediatamente en lugar de callarse y permanecer en prisién durante
un mes. Asi, para el preso i, la estrategia de callarse estd dominada
por la de confesar: para cada estrategia que el preso j puede elegir, la
ganancia del prisionero 7 es menor si se calla que si confiesa. (Lo mismo
ocurriria en cualquier matriz binaria en la cual las ganancias 0, -1, —6
y —9 fueran reemplazadas por las ganancias TR, P e I respectivamente,
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siempre que T > R > P > I, para plasmar las ideas de ganancias de
tentacién, recompensa, penalizacién e ingenuidad. De forma mds general:

Definicion. En el juego en forma normal G = {Sy,...,S,;u1,...,us}, sean s
y si posibles estrategias del jugador i (por ejemplo, s; y s{ son elementos de S;).
La estrategia s estd estrictamente dominada por la estrategia s!! si para cada
combinacion posible de las estrategias de los restantes jugadores la ganancia de i
por utilizar s; es estrictamente menor que la ganancia de i por utilizar sj':

i (81, - - - ,8i1,85,8i41s -+ - sSn) < Ui(S1,...,8i-1,8",8i41, - - - ,Sn) (DE)

para cada (s, ...,8;-1,5i+1, . .. ,Sn) que puede ser construida a partir de los espa-
cios de estrategias de los otros jugadores Sy, ...,S;_1,S:1,- - Sn.

Los jugadores racionales no utilizan estrategias estrictamente domina-
das, puesto que bajo ninguna conjetura que un jugador pudiera formarse
sobre las estrategias que elegirdn los demds jugadores seria 6ptimo utili-
zar tales estrategias.! Asf, en el dilema de los presos, un jugador racional
elegird confesar, por lo que (confesar, confesar) serd el resultado al que lle-
gan dos jugadores racionales, incluso cuando (confesar, confesar) supone
unas ganancias peores para ambos jugadores que (callar, callar). Como
el dilema de los presos tiene miiltiples aplicaciones (que incluyen la ca-
rrera de armamentos y el problema del polizén en la provision de bienes
publicos) trataremos variantes del juego en los capitulos 2 y 4. Por ahora
nos centraremos mads bien en si la idea de que jugadores racionales no uti-
lizan estrategias estrictamente dominadas puede conducir a la solucién
de otros juegos.

Consideremos el juego abstracto de la figura 1.1.1.2 El jugador 1 tiene
dos estrategias y el jugador 2 tiene 3: S; = {alta, baja} y S = {izquierda,
centro, derecha}. Para el jugador 1, ni alta ni baja estdn estrictamente

1 Una cuestién complementaria también tiene interés: si no existe una conjetura que el
jugador ¢ pueda formarse sobre las estrategias de los demds jugadores, que haga 6ptimo elegir
la estrategia s;, ; podemos concluir que debe existir otra estrategia que domine estrictamente a
5;? Larespuesta esafirmativa, siempre que adoptemos definiciones adecuadas de “conjetura”
y de “otra estrategia”, términos que incluyen la idea de estrategias mixtas que introduciremos
en la seccién 1.3.A.

2 La mayor parte de este libro considera aplicaciones econémicas mas que ejemplos
abstractos, tanto porque las aplicaciones son de interés por si mismas como porque, para
muchos lectores, las aplicaciones son a menudo un modo 1til de explicar la teorfa subyacente.
Sin embargo, cuando introduzcamos algunas ideas teéricas basicas, recurriremos a ejemplos
abstractos sin una interpretacién econémica directa.
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dominadas: alta es mejor que baja si 2 elige izquierda (porque 1 es mayor
que 0), pero baja es mejor que alta si 2 elige derecha (porque 2 es mayor
que cero).

Jugador 2
Izquierda Centro Derecha
Alta 1,0 12 0,1
Jugadorl
Baja 0,3 0,1 20
Figura 1.1.1

Sin embargo, para el jugador 2, derecha estd estrictamente dominada
por centro (porque 2 es mayor que 1 y 1 es mayor que 0), por lo que un
jugador racional 2 no elegird derecha. Asi, si el jugador 1 sabe que el
jugador 2 es racional, puede eliminar derecha del espacio de estrategias
del jugador 2. Esto es, si el jugador 1 sabe que el jugador 2 es racional,
puede comportarse en el juego de la figura 1.1.1 como si estuviera en el
juego de la figura 1.1.2.

Jugador 2
Izquierda Centro

Alta| 1,0 1.2
Jugador 1

Baja 0,3 0,1

Figura 1.1.2

En la figura 1.1.2, baja estd ahora estrictamente dominada por alta
para el jugador 1, asi que si el jugador 1 es racional (y el jugador 1 sabe
que el jugador 2 es racional, por lo que se aplica el juego de la figura 1.1.2)
no elegira baja. Por eso, si el jugador 2 sabe que el jugador 1 es racional,
y el jugador 2 sabe que el jugador 1 sabe que el jugador 2 es racional
(por lo que el jugador 2 sabe que se aplica la figura 1.1.2), el jugador 2
puede eliminar baja del espacio de estrategias del jugador 1, quedando el
juego como indica la figura 1.1.3. Pero ahora, izquierda esta estrictamente
dominada por centro para el jugador 2, quedando (alta, centro) como el
resultado del juego.
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Jugador 2
Izquierda Centro

Jugador1 Alta 1,0 1,2

Figura 1.1.3

Este proceso se denomina eliminacion iterativa de las estrategias estric-
tamente dominadas. Aunque esta basado en la atractiva idea de que los
jugadores racionales no utilizan estrategias estrictamente dominadas, el
proceso presenta dos inconvenientes. En primer lugar, cada paso requiere
un supuesto adicional sobre lo que los jugadores saben acerca de la ra-
cionalidad del otro. Si queremos ser capaces de aplicar el proceso para
un nimero arbitrario de pasos, necesitamos suponer que es informacion
del dominio piiblico que los jugadores son racionales. Esto es, necesitamos
suponer no s6lo que todos los jugadores son racionales, sino también que
todos los jugadores saben que todos los jugadores son racionales, y que
todos los jugadores saben que todos los jugadores saben que todos los
jugadores son racionales, y asi ad infinitum (véase la definicién formal de
informacién del dominio ptblico en Aumann [1976]).

La segunda desventaja de la eliminacién iterativa de estrategias estric-
tamente dominadas es que el proceso conduce a menudo a una prediccién
imprecisa sobre el desarrollo del juego. Por ejemplo, consideremos el
juego de la figura 1.1.4. En este juego no hay estrategias estrictamente do-
minadas para ser eliminadas. (Puesto que no hemos fundamentado este
juego en absoluto, al lector puede parecerle arbitrario o incluso patolégico.
Para una aplicacién econémica en el mismo sentido, véase el caso de tres
o mas empresas en el modelo de Cournot incluido en la seccién 1.2.A.)
Puesto que todas las estrategias en el juego sobreviven a la eliminacién
iterativa de las estrategias estrictamente dominadas, el proceso no permite
ninguna prediccién sobre el desarrollo del juego.

I C D
A10,4|40(53
M 14,0/10,4(5,3
B135(3,5|6,6

Figura 1.1.4
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A continuacién abordamos el equilibrio de Nash, un concepto de so-
lucién que da lugar a predicciones mucho mas precisas en una clase de
juegos muy amplia. Demostramos que el equilibrio de Nash es un con-
cepto de solucién mds poderoso que la eliminacién iterativa de las estra-
tegias estrictamente dominadas, en el sentido de que las estrategias de los
jugadores en un equilibrio de Nash siempre sobreviven a la eliminacion
iterativa de las estrategias estrictamente dominadas, cosa que no ocurre
a la inversa. En los capitulos siguientes argumentaremos que, en juegos
mas ricos, incluso el equilibrio de Nash da lugar a predicciones demasiado
imprecisas sobre el desarrollo del juego, por lo que definiremos nociones
de equilibrio atin mds poderosas, mas adecuadas para estos casos.

1.1.C Fundamentacion y definicién del equilibrio de Nash

Una manera de fundamentar la definicién del equilibrio de Nash es el
argumento de que si la teoria de juegos ofrece una solucién tinica a un
determinado problema, esta solucién debe ser un equilibrio de Nash en
el siguiente sentido: Supongamos que la teorfa de juegos hace una tinica
prediccién sobre las estrategias elegidas por los jugadores. Para que esta
prediccion sea correcta es necesario que cada jugador esté dispuesto a
elegir la estrategia predicha por la teoria. Por ello, la estrategia predi-
cha de cada jugador debe ser la mejor respuesta de cada jugador a las
estrategias predichas de los otros jugadores. Tal prediccién puede deno-
minarse estratégicamente estable o self-enforcing, puesto que ningtin jugador
va a querer desviarse de la estrategia predicha para él. Llamaremos a tal
prediccién equilibrio de Nash:

Definicion. En el juego en forma normal de n jugadores, G = {Sy,...,5.;u1,

.. /un }, las estrategias s3, ... ,s},) forman un equilibrio de Nash si, para cada
jugador 1, s} es la mejor respuesta del jugador i (0 al menos una de ellas) a las
estrategias de los otros n — 1 jugadores, (s],...,57_1,85,1,-+-/Sn):

Ui(S{, v :3:_‘[ ;s:r'g;ﬁ[r v ,S:;) 2 ui(s%(: e :s:(-.l rs\f:s;q; v ;8:1) (EN)

para cada posible estrategia s; en S;; esto es, s} es una solucion de

* * * *
aX 950870 s 83,858 g pe e or B )
8;ES;
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Para relacionar esta definicion con su fundamentacion anterior, su-
pongamos que la teoria de juegos ofrece las estrategias (s}, .. .,s],) como
la solucién al juego en forma normal G = {Sy,...,Ss;uy,...,u,}. Decir
que (s}, ...,s,,) no constituyen un equilibrio de Nash de G es equivalente
a decir que existe algtn jugador i tal que s} no es la mejor respuesta a

(89,--+,80_1/8041, - ,5,). Esto es, existe alguna s en S; tal que

'3 ' " s ) '3 ! ' "1 !
Ui(Sl, #igie .rSj_];Sj)Si+'[; i ‘13-,-1) < u‘itslr ARV DL VL P PR -;Sn)-

Asi, si la teorfa ofrece las estrategias (s, . . . ,s},) como la solucién pero estas
estrategias no constituyen un equilibrio de Nash, al menos un jugador
tendrd un incentivo para desviarse de la prediccién de la teoria, con lo
que la teoria quedara desmentida por el desarrollo concreto del juego.
Otra fundamentacién muy parecida del equilibrio de Nash incorpora la
idea de convenio: si surge un acuerdo sobre cémo comportarse en un
determinado juego, las estrategias fijadas por el convenio deben formar
un equilibrio de Nash; si no, habra al menos un jugador que no se regira
por el convenio.

Para concretar, vamos a resolver unos cuantos ejemplos. Considere-
mos los tres juegos en forma normal ya descritos: el dilema de los presos
y los de las figuras 1.1.1. y 1.1.4. Una forma torpe de hallar los equili-
brios de Nash en un juego consiste simplemente en comprobar si cada
combinacién posible de estrategias satisface la condicién (EN) en la defi-
nicién.? En un juego de dos jugadores, esta forma de hallar los equilibrios
comienza del modo siguiente: para cada jugador y para cada estrategia
posible con la que cuenta cada jugador se determina la mejor respuesta
del otro jugador a esa estrategia. En la figura 1.1.5 se representa esto en
el caso del juego definido en 1.1.4, subrayando la ganancia de la mejor
respuesta del jugador j a cada una de las posibles estrategias del jugador
i. Si el jugador columna fuera a jugar /, por ejemplo, la mejor respuesta
del jugador fila seria M, puesto que 4 es mayor que 3 y que 0; por ello,
la ganancia que 4 le proporciona al jugador fila en la casilla (M,I) de la
matriz binaria estd subrayada.

3 En la seccién 1.3.A vamos a distinguir entre estrategias puras y mixtas. Después vamos
a ver que la definicién dada aqui describe equilibrios de Nash en estrategias puras, pero
que también puede haber equilibrios de Nash en estrategias mixtas. A menos que se sefiale
explicitamente de otro modo, todas las referencias a los equilibrios de Nash en esta secci6n se
refieren a equilibrios de Nash en estrategias puras.
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Un par de estrategias satisface la condicion (EN) si la estrategia de
cada jugador es la mejor respuesta a la del otro, es decir, si ambas ganan-
cias estdn subrayadas en la casilla correspondiente de la matriz binaria.
Por ello (B,D) es el tnico par de estrategias que satisface (EN). Lo mismo
ocurre para (confesar, confesar) en el dilema de los presos y para (alta, cen-
tro) en la figura 1.1.1. Estos pares de estrategias son los tinicos equilibrios
de Nash de estos juegos.*

h-S
o
|~
e
]

53
04|53
B135(3566

<

Figura 1.1.5

A continuacién tratamos la relacién entre el equilibrio de Nash y la
eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas. Recor-
demos que las estrategias de equilibrio de Nash en el dilema de los presos
y enla figura 1.1.1 —(confesar, confesar) y (alta, centro) respectivamente—
son las tinicas estrategias que sobreviven a la eliminacion iterativa de las
estrategias estrictamente dominadas. Este resultado puede generalizarse:
si la eliminacion iterativa de las estrategias estrictamente dominadas eli-
mina todas las estrategias menos las estrategias (s], .. .,s;,), estas estrate-
gias constituyen el tinico equilibrio de Nash del juego. (Véase el apéndice
para una demostracién de esta afirmacién.) Sin embargo, puesto que la
eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas con fre-
cuencia 10 elimina méas que una combinacién de estrategias, es del mdximo
interés el hecho de que el equilibrio de Nash sea un concepto de solucién
mds poderoso que la eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente
dominadas en el siguiente sentido: si las estrategias s, .. .,s;, constituyen
un equilibrio de Nash, sobreviven a la eliminacién iterativa de las estra-
tegias estrictamente dominadas (véase apéndice para una demostracién),
pero pueden existir estrategias que sobrevivan a la eliminacién iterativa de
estrategias estrictamente dominadas pero que no formen parte de ningtn

4 Esta afirmacién es correcta incluso si no limitamos nuestra atencién al equilibrio de Nash
en estrategias puras, puesto que en estos juegos no existen equilibrios de Nash en estrategias
mixtas. Véase el ejercicio 1.10.
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equilibrio de Nash. Para ver esto tltimo recordemos que en la figura 1.1.4,
el equilibrio de Nash ofrece una tinica prediccién (B,D), mientras que la
eliminacion iterativa de las estrategias estrictamente dominadas ofrece
una prediccién con el mayor grado de imprecisién posible: no se elimina
ninguna estrategia; puede ocurrir cualquier cosa.

Tras demostrar que el equilibrio de Nash es un concepto de solucién
mas poderoso que la eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente
dominadas tenemos que preguntarnos si el equilibrio de Nash no es un
concepto de solucién demasiado poderoso. Esto es ;podemos estar se-
guros de que el equilibrio de Nash existe? Nash (1950) demostré que en
cualquier juego finito (por ejemplo, un juego en el cual el niimero n de
jugadores y los conjuntos de estrategias S, . . . .S, son todos finitos) existe
al menos un equilibrio de Nash. (Este equilibrio puede incluir estrategias
mixtas, que discutiremos en la seccién 1.3.A. Para un enunciado preciso
del teorema de Nash véase la seccién 1.3.B.) Cournot (1838) propuso la
misma nocién de equilibrio en el contexto de un modelo particular de
duopolio y demostré (por construccién) que existe un equilibrio en este
modelo; véase la seccién 1.2.A. En cada aplicacion analizada en este libro,
seguiremos el ejemplo de Cournot: demostraremos que existe un equi-
librio de Nash (o0 mds poderoso) mediante la construccién de uno. En
algunas secciones tedricas, no obstante, utilizaremos el teorema de Nash
(o su andlogo para conceptos de equilibrio mds poderosos) y simplemente
diremos que existe un equilibrio.

Concluimos esta seccién con otro ejemplo clésico, la batalla de los sexos.
Este ejemplo muestra que un juego puede tener multiples equilibrios de
Nash, y también serd titil en las discusiones sobre estrategias mixtas de las
secciones 1.3.B y 3.2.A. En la exposicién tradicional del juego (que, quede
claro, data de los afos cincuenta), un hombre y una mujer estan tratando
de decidir qué hardn esta noche; nosotros analizamos una versién del
juego que no tiene en cuenta el sexo de los participantes.”> En lugares
de trabajo separados, Pat y Chris deben elegir entre ir a la 6pera o a un
combate de boxeo. Ambos(as) jugadores(as) preferirian pasar la noche
juntos(as), pero Pat preferiria estar juntos(as) en el boxeo, mientras que
Chris preferiria estar juntos(as) en la pera, tal como representamos en la
matriz binaria que sigue:

5 En inglés, los diminutivos Pat y Chris pueden referirse tanto a nombres masculinos
(Patrick y Christopher) como femeninos (Patricia y Christina). (N. de los T.)
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Pat
Opera Boxeo

Opera 2.1 0,0
Chris

Boxeo| 0,0 1,2

La batalla de los sexos

Ambos, (6pera, 6pera) y (boxeo, boxeo) son equilibrios de Nash.

Hemos argumentado antes que si la teoria de juegos ofrece una tinica
solucién a un juego, ésta debe ser un equilibrio de Nash. Este argumento
ignora la posibilidad de juegos en los cuales la teorfa de juegos no ofrece
una solucién tnica. También hemos argumentado que si se llega a un
acuerdo sobre como comportarse en un juego, las estrategias establecidos
en el acuerdo deben ser un equilibrio de Nash, pero este argumento, al
igual que el anterior, ignora la posibilidad de juegos para los cuales no se
alcance un acuerdo. En algunos juegos con muiltiples equilibrios de Nash
sobresale un equilibrio como la solucién mas atractiva del juego. (Gran
parte de la teoria de los capitulos posteriores constituye un esfuerzo para
identificar este equilibrio mds atractivo en diferentes clases de juegos.)
Asi, la existencia de muiltiples equilibrios de Nash no es un problema en
si mismo. Sin embargo, en la batalla de los sexos, (6pera, 6pera) y (boxeo,
boxeo) parecen igualmente atractivos, lo que indica que pueden existir
juegos para los cuales la teoria de juegos no ofrece una solucién tinica y
en los que no se llegaré a ningtin acuerdo.® En tales juegos, el equilibrio
de Nash pierde gran parte de su atractivo como prediccién del juego.

6 En la seccién 1.3.B describimos un tercer equilibrio de Nash (que incluye estrategias
mixtas) en la batalla de los sexos. Al contrario que (6pera,6pera) y (boxeo,boxeo), este tercer
equilibrio ofrece ganancias simétricas, como se podria esperar de la solucién tinica a un juego
simétrico. Por otro lado, el tercer equilibrio es también ineficiente, lo cual puede influir en
contra de que se llegue a un acuerdo para alcanzarlo. Cualquiera que sea nuestro juicio sobre
los equilibrios de Nash en la batalla de los sexos, la cuestién sigue en pie: pueden existir
juegos para los cuales la teorfa de juegos no ofrezca una solucién tinica y para los que no se
llegue a ningtin acuerdo.
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Apéndice

Este apéndice contiene demostraciones de las dos proposiciones siguientes,
que fueron enunciadas de manera informal en la seccién 1.1.C. Saltarse
estas demostraciones no impedird de forma sustancial la comprensién
del resto del libro. Sin embargo, para aquellos lectores no acostumbra-
dos a la manipulacién de definiciones formales y a la construccién de
demostraciones, el dominio de estas demostraciones constituye un va-
lioso ejercicio.

Proposicion A. En el juego en forma normal con n jugadores G = {Sy,...,
Sn;uq, ... un}, sila eliminacion iterativa de las estrategias estrictamente domi-
nadas elimina todas las estrategias menos las (s, . . . ,s},), estas iiltimas estrategias
constituyen el vinico equilibrio de Nash del juego.

Proposicion B. En el juego en forma normal con n jugadores G = {Sy,...,Sn;
u1, ... un}, Silas estrategias (s, . . . ,s},) forman un equilibrio de Nash, entonces
sobreviven a la eliminacion iterativa de las estrategias estrictamente dominadas.

Puesto que la proposicién B es mds facil de demostrar, comenzamos
por ella para entrar en materia. El argumento es por contradiccién.
Esto es, vamos a suponer que una de las estrategias en un equilibrio
de Nash es eliminada por eliminacién iterativa de las estrategias estric-
tamente dominadas, y después demostraremos que llegariamos a una
contradiccién si este supuesto ocurriera, demostrando asi que el supuesto
debe ser falso.

Supongamos que las estrategias (s}, ...,s};) forman un equilibrio de
Nash del juego en forma normal G = {Sj,...,5,;u1,...,u,}, pero supon-
gamos también que (tal vez después de que algunas estrategias distintas
de (s7,...,s;,) hayan sido eliminadas) s! es la primera de las estrategias
(3,...,57) en ser eliminada por ser estrictamente dominada. Entonces,
debe existir una estrategia s; que no ha sido aun eliminada de S; que
domina estrictamente a s?. Adaptando (DE) tenemos

U‘T(S], Ll ,Si_l,S:,S,'_'_], T !sn) < ?.{.g(S], Ll !55-—1:3?:52'-!'1: L i"sﬂ) (]11)

para cada (s1, .. .,8i—1,5i+1, - - - ,52) que puede ser construida a partir de las
estrategias que no han sido atin eliminadas de los espacios de estrategias
de los otros jugadores. Puesto que s} es la primera de las estrategias de
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equilibrio en ser eliminada, las estrategias de equilibrio de otros jugadores
no han sido eliminadas, por lo que una de las consecuencias de (1.1.1) es

"
u‘!‘.(s{l “ee ?3;_118:13;4-1’ i rs:;) < U,i{ST, i ;3;_1;31', 13:.;\.1: »op J'S:;,)- {]-12)

Pero (1.1.2) es contradicha por (EN): s} debe ser una mejor respuesta a
(87,-..,87_1,851,---,5%), por lo que no puede existir una estrategia s; que
domine estrictamente a s}. Esta contradiccion completa la demostracién.

Después de haber demostrado la proposicién B hemos ya demostrado
parte de la proposicién A; lo tinico que nos queda demostrar es que si
la eliminacién iterativa de estrategias estrictamente dominadas elimina
todas las estrategias excepto (sj, .. .,sy), estas estrategias forman un equi-
librio de Nash. Por la proposicién B cualesquiera otros equilibrios de
Nash habrian sobrevivido también, por lo que este equilibrio debe ser
tinico. Suponemos aqui que G es finito.

El argumento es nuevamente por contradiccion. Supongamos que
la eliminacién iterativa de estrategias estrictamente dominadas elimina
todas las estrategias excepto (s], . ..,s},), pero estas estrategias no forman
un equilibrio de Nash. Entonces debe existir un jugador i y alguna estra-
tegia factible s; en S; tal que (EN) no se cumpla, pero s; debe haber sido
estrictamente dominada por alguna otra estrategia s; en algtin punto del
proceso. Los enunciados formales de estas dos observaciones son: existe
s; en S; tal que

Ug‘(ST, v ('S:—l!s:ls;+lf £ae ;3:1) < ui(s‘rr v ;3:_1r5€r3:+11 v ;3;); (11-3)

y existe s} en el conjunto de estrategias del jugador 7 que queda en algin
punto del proceso tal que

!
Ui(81, -« - ,8i=1,8i/8i+1s -+« 8n) < Ui(81, - ,8i—1,83/5i41s+ + + s5n) (1.1.49)

para cada (sy,...,8;—1,5+1, - - - ) que puede ser construida a partir de las
estrategias que quedan en los espacios de estrategias de los otros jugadores
en ese punto del proceso. Puesto que las estrategias de los otros jugadores
(s3,...,87 1,551, - - - 53) nunca son eliminadas, una de las implicaciones de
(1.1.4) es

Uskag i f gl 80 < BT sy 8 leqsven 00 (1.1.5)
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Si s; = s} (es decir, si s} es la estrategia que domina estrictamente a s;)
(1.1.5) contradice a (1.1.3), en cuyo caso la demostracién esta completa. Si
s; # si alguna otra estrategia s} debe mas tarde dominar estrictamente a
s}, ya que s/ no sobrevive al proceso. Por eso, las desigualdades andlogas
a (1.1.4) y (1.1.5) se cumplen para s; y s, que sustituyen a s; y s’ respec-
tivamente. Una vez mds, si s{ = s} la demostracién estd completa; si no,
pueden construirse otras dos desigualdades andlogas. Puesto que s} es
la tinica estrategia de S; que sobrevive al proceso, la repeticién de este
argumento (en un juego finito) completa finalmente la demostracién.

1.2 Aplicaciones
1.2.A Modelo de duopolio de Cournot

Como hemos indicado en la seccién previa, Cournot (1838) se anticipé
a la definicién de equilibrio de Nash en mas de un siglo (pero sélo en
el contexto de un modelo concreto de duopolio). Por ello, no es sor-
prendente que el trabajo de Cournot constituya uno de los clésicos de la
teoria de juegos y una de las piedras angulares en organizacién industrial.
Consideramos aqui una versién muy simple del modelo de Cournot y
presentaremos variaciones del modelo en los capitulos siguientes. En esta
seccién utilizamos el modelo para ilustrar: (a) la traduccién del enunciado
informal de un problema a la forma normal de un juego; (b) los célculos
necesarios para hallar el equilibrio de Nash del juego y (c) la eliminacién
iterativa de las estrategias estrictamente dominadas.

Sean ¢; y g2 las cantidades (de un producto homogéneo) producidas
por las empresas 1 y 2 respectivamente. Sea P(Q) = a — @ el precio
de equilibrio de mercado cuando la cantidad agregada en el mercado es
Q = q1 + q2. (Mds precisamente, P(Q) =a — Q para Q < ay P(Q) =0 para
Q@ > a.) Supongamos que el coste total de produccién de la cantidad g¢;
por la empresa i es C;(g;) = cq;. Es decir, no existen costes fijos y el coste
marginal es constante e igual a ¢, donde suponemos que ¢ < a. Siguiendo
a Cournot, suponemos que las empresas eligen sus cantidades de forma
simultédnea.”

7 En la seccién 1.2.B discutimos el modelo de Bertrand (1883), en el cual las empresas
eligen precios en vez de cantidades, y en la seccién 2.1.B el modelo de Stackelberg (1934), en
el cual las empresas eligen cantidades, pero una empresa e].ige antes que (y es observada por)
la otra. Finalmente, discutimos en la seccién 2.3.C el modelo de Friedman (1971), en el cual la
interaccién descrita en el modelo de Cournot ocurre repetidamente en el tiempo.
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Para encontrar el equilibrio de Nash en el juego de Cournot, primero
traducimos el problema a un juego en forma normal. Recordemos de
la seccién anterior que la representaciéon en forma normal de un juego
exige precisar: (1) los jugadores en el juego; (2) las estrategias de que
dispone cada jugador y (3) las ganancias recibidas por cada jugador con
cada combinacién de estrategias posibles. Hay dos jugadores en un juego
de duopolio: las dos empresas. En el modelo de Cournot las estrategias
de que dispone cada empresa son las diferentes cantidades que puede
producir. Vamos a suponer que el producto es continuamente divisible.
Naturalmente, no puede haber produccién negativa. Por ello, el espacio
de estrategias de cada empresa puede ser representado como S; = [0,00),
los niimeros reales no negativos, en cuyo caso una estrategia tipica s; es
la eleccién de una cantidad ¢; > 0. Se podria argumentar que no se puede
disponer de cantidades demasiado grandes, por lo que éstas no deberian
incluirse en el espacio de estrategias de una empresa. No obstante, puesto
que P(Q) = 0 para Q@ > a, ninguna empresa producird una cantidad ¢; > a.

Quedan por concretar las ganancias de la empresa ¢ en funcién de las
estrategias elegidas por dicha empresa y por la otra empresa, y definir
y hallar el equilibrio. Suponemos que las ganancias de la empresa son
simplemente su beneficio. Por ello, la ganancia u;(s;,s;) en un juego ge-
neral en forma normal de dos jugadores puede expresarse de la siguiente
forma:®

7i(gi,95) = il P(gi + g;) — ¢l = gila — (gi + ¢;) — cl.

Recordemos de la seccién previa que, en un juego en forma normal de
dos jugadores, el par de estrategias (s],s3) forma un equilibrio de Nash si,
para cada jugador ¢,

ui(s},87) > uilsi,s}) (EN)

para cada posible estrategia s; en S;. De la misma forma, para cada
jugador i, s debe ser una solucién del problema de optimizacién

max THERCHN

8§

8 Obsérvese que hemos cambiado ligeramente la notacién al escribir u;(s4,8;) en vez
de u;(s1,37). Ambas expresiones representan las ganancias del jugador 4 en funcién de las
estrategias elegidas por todos los jugadores. Vamos a utilizar estas expresiones (y sus andlogas
con n jugadores) indistintamente.
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En el modelo de duopolio de Cournot, el enunciado andlogo es que el par
de cantidades (g7 ,¢3) forma un equilibrio de Nash si, para cada empresa
i, ¢; es una solucién de

max wi(gi,q;) = max gla — (g +q?) —cl.
S 2o0 :(Q: Q‘;:) 02‘]{{@%[ qi +4;

Suponiendo que ¢} < a—c(como demostraremos que ocurre), la condicion
de primer orden del problema de optimizacién de la empresa i es necesaria
y suficiente, con lo que se obtiene
- T —c 1.21
Qi=§(a—qj—c)- (1.2.1)
Asi, si el par de cantidades (g7 ,¢3) ha de formar un equilibrio de Nash, las

cantidades elegidas por las empresas deben cumplir

.
i =5—d; -0

*

1,
=~(a—qf — 0.

o) 2( 4 — o)

Resolviendo este par de ecuaciones obtenemos

* * a—=c
=0 = 3 ’

que es ciertamente menor que a — ¢, como habiamos supuesto.

La interpretacién de este equilibrio es simple. Cada empresa querria
por supuesto tener el monopolio del mercado, en cuyo caso elegiria ¢; para
maximizar 7;(g;,0), produciria la cantidad de monopolio ¢, = (e — ¢)/2y
alcanzaria un beneficio de monopolio 7;(gm,0) = (a — ¢)?/4. Dado que hay
dos empresas, los beneficios agregados del duopolio se verian maximiza-
dos fijando una cantidad agregada q; +¢; igual a la cantidad de monopolio
gm, cOMo ocurrirfa si ¢; = ¢, /2 para cada i, por ejemplo. El problema de
este arreglo es que cada empresa tiene un incentivo para desviarse de é€l,
puesto que la cantidad de monopolio es baja, el precio correspondiente
P(gm) es alto y, a este precio, cada empresa querria aumentar su cantidad,
pese a que tal incremento en la produccién bajaria el precio de equilibrio
de mercado. (Formalmente, utilicese (1.2.1) para comprobar que ¢, /2 no
es la mejor respuesta de la empresa 2 a la eleccién de ¢,,, /2 por parte de la
empresa 1.) En el equilibrio de Cournot, al contrario, la cantidad agregada
es mds alta, por lo que el precio correspondiente es mds bajo, con lo que la
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tentacién de aumentar la produccién queda reducida justo lo preciso para
que cada empresa decida no hacerlo, al darse cuenta de que con ello caera
el precio de equilibrio de mercado. Véase el ejercicio 1.4 para un andlisis
de cémo la presencia de un nimero n de oligopolistas afecta al dilema
planteado en equilibrio por la tentacion de aumentar la produccién y el
temor a reducir el precio de equilibrio de mercado.

En vez de hallar de forma algebraica el equilibrio de Nash del juego
de Cournot, se podria hallar gréficamente del modo siguiente: la ecuacién
(1.2.1) proporciona la mejor respuesta de la empresa ¢ a la estrategia de
equilibrio dela empresa j, ¢;. Unrazonamiento andlogo conduce a la mejor
respuesta de la empresa 2 a cualquier estrategia arbitraria de la empresa
1, y la mejor respuesta de la empresa 1 a cualquier estrategia arbitraria
de la empresa 2. Suponiendo que la estrategia de la empresa 1 cumple
q1 < a — ¢, la mejor respuesta de la empresa 2 es

1
Ry(q1) = E(a —q1 —¢);

del mismo modo, si ¢, es menor que a — ¢, la mejor respuesta de la empresa
1es

Ri(q) = %(a —q — o).

4.

(0,a-c)
R, (g,)

©,(-c)/2)
{q*u q‘z}

R, (g,

((a-c)/2,0) (a-¢c0) q,

Figura 1.2.1
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Como se muestra en la figura 1.2.1 estas dos funciones de mejor respuesta
se cortan s6lo una vez, en el par de cantidades de equilibrio (¢7,¢3).

Un tercer modo de hallar este equilibrio de Nash es aplicar el proceso
de eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas. Este
proceso ofrece una tinica solucién que, por la proposicién A del apéndice
de la seccién anterior, debe ser un equilibrio de Nash (gj,g3). El proceso
completo requiere un nimero infinito de pasos, cada uno de los cuales
elimina una fraccién de las cantidades que quedan en el espacio de es-
trategias de cada empresa. Vamos a discutir solamente los dos primeros
pasos. En primer lugar, la cantidad de monopolio ¢, = (a — ¢)/2 domina
estrictamente a cualquier cantidad mads alta. Es decir, para cada = > 0,
7i(gm,q;) > milgm + ©,q;) para toda ¢; > 0. Para comprobarlo, nétese que
Q = gm +x +q; < a, por lo que

a—cla—c
Ti(gm.q;) = o

Tilgm + T,q;) = [a ; £ + :r:] [a ; § o = qj:l = Ti(gm,q;) — z(z + q;),
ysi @ = gm +x +q; > a, entonces P(Q) = 0, por lo que producir una
cantidad menor aumenta el beneficio. En segundo lugar, puesto que
las cantidades mayores que g, han sido eliminadas, la cantidad (a —
c)/4 domina estrictamente a cualquier cantidad mads baja. Esto es, para
cualquier z entre cero y (a — ¢)/4, mi[(a — ¢)/4,4;] > mil(a — ) /4 — z,q4;] para
cualquier g; entre cero y (a — ¢)/2. Para comprobarlo, nétese que

S S W - 3(a—c)_ .
1 4 rq_',' - 4 4 QJ'

- a—c_x N o:—c‘_ﬂT 3(a-c)+x_ _
e z 4

=

=7i(gm/q;) — © [ b 9'3'] -

Tras estos dos pasos, las cantidades que quedan en el espacio de estrategias
de cada empresa son las contenidas en el intervalo entre (a—c) /4y (a—c) /2.
La repeticién de estos argumentos conduce a intervalos cada vez menores
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de las cantidades que quedan. En el limite, estos intervalos convergen al
tnico punto ¢} = (a — ¢)/3.

La eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas
también se puede representar en forma gréfica utilizando la observacién
(incluida en la nota 1; véase también la discusién en la seccién 1.3.A) de
que una estrategia es estrictamente dominada si y s6lo si no existe ninguna
conjetura sobre las decisiones posibles de los demds jugadores para la cual
sea la mejor respuesta. Puesto que sélo hay dos empresas en este modelo,
podemos reformular esta observacion del siguiente modo: una cantidad
¢: es estrictamente dominada si y sélo si no hay ninguna conjetura sobre g;
tal que ¢; sea la mejor respuesta de la empresa i. Nuevamente, discutimos
s6lo los dos primeros pasos del proceso iterativo. En primer lugar, nunca
es una respuesta mejor para la empresa i producir més que la cantidad de
monopolio ¢, = (a — ¢)/2. Para comprobarlo, consideremos, por ejemplo,
la funcién de mejor respuesta de la empresa 2: en la figura 1.2.1, Ry(q1)
es igual a ¢,, cuando ¢; = 0, y disminuye cuando ¢; aumenta. Asi, para
cualquier g; > 0, si la empresa i cree que la empresa j elegira ¢;, la mejor
respuesta de la empresa i es menor que o igual a ¢,,. No existe g; tal que
la mejor respuesta de la empresa i sea mayor que ¢,,. En segundo lugar,
dada esta cota superior para la cantidad de la empresa j, podemos derivar
una cota mas baja a la mejor respuesta de la empresa i: si ¢; < (@ — ¢)/2,
entonces R;(g;) > (a — ¢)/4, como mostramos para la mejor respuesta de
la empresa 2 en la figura 1.2.2.°

q.
0,(a-¢c)/2)

((a = C)/Zﬂo) (ﬂ -C, 0) qi

Figura 1.2.2

9 Estos dos argumentos son ligeramente incompletos, puesto que no hemos analizado
la mejor respuesta de la empresa ¢ cuando no tiene la certeza de cudl sea la cantidad q;.
Supongamos que la empresa i no estd segura de g; pero cree que el valor esperado de g;
es E(g;). Puesto que m;(g;,g;) es lineal en g;, la mejor respuesta de la empresa 7 dentro de
su incertidumbre es igual a su mejor respuesta cuando tiene la certeza de que la empresa j
elegird E(q;), caso que hemos desarrollado en el texto.
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Como en el caso anterior, la repeticién de estos argumentos conduce a la
cantidad ¢f = (a — ¢)/3.

Concluimos esta seccién cambiando el modelo de Cournot, de forma
que la eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas no
ofrezca una solucién tnica. Para hacerlo, anadimos simplemente una o
mas empresas al duopolio existente. Vamos a comprobar que el primero
delos dos pasos discutidos en el caso del duopolio contintia cumpliéndose,
pero el proceso termina ahi. Por eso, cuando hay mds de dos empresas,
la eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas ofrece
s6lo la prediccion imprecisa de que la cantidad de cada empresa no ex-
cederd a la cantidad de monopolio (como en la figura 1.1.4, donde no se
eliminaba ninguna estrategia durante el proceso).

Para ser mds concretos, consideramos el caso de tres empresas. Sea
Q- la suma de las cantidades elegidas por las empresas distintas de z, y
sea m;(g;,Q—:) = gi(a— ¢; — Q_; — ¢) siempre que ¢; + Q _; < a (mientras que
mi(qi,Q—:) = —ecg; si g; + Q—; > a). Nuevamente es cierto que la cantidad
de monopolio ¢, = (a — ¢)/2 domina estrictamente cualquier cantidad
mds alta. Es decir, para cualquier z > 0, mi(gm,Q—:) > mi(gm + 7,Q_7)
para todo @Q_; > 0, como en el primer paso del caso de duopolio. Sin
embargo, puesto que hay dos empresas ademds de la empresa i, lo tinico
que podemos decir acerca de Q _; es que esté entre cero y (a — c), porque g;
Yy gk estdn entre cero y (a — ¢)/2. Pero esto implica que ninguna cantidad
¢i > 0 es estrictamente dominada en el caso de la empresa i, porque para
cada ¢; entre cero y (a — ¢)/2 existe un valor de Q_; entre cero y (a — ¢)
(concretamente, Q_; = a — ¢ — 2¢;), tal que ¢; es la mejor respuesta de la
empresa i a @ _;. Por ello, en lo sucesivo ya no se puede eliminar ninguna
estrategia.

1.2.B Modelo de duopolio de Bertrand

A continuacién consideramos un modelo diferente de la relacién que
puede existir entre dos duopolistas, basado en la sugerencia de Bertrand
(1883) de que, de hecho, las empresas eligen precios, y no cantidades
como en el modelo de Cournot. Es importante observar que el modelo de
Bertrand constituye un juego diferente al modelo de Cournot: los espacios
de estrategias son diferentes, las funciones de ganancias son diferentes
y (como se verd) el comportamiento de los equilibrios de Nash en los
dos modelos es diferente. Algunos autores resumen estas diferencias ha-
blando de los equilibrios de Cournot y de Bertrand. Pero esto puede crear
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confusiones, puesto que existen diferencias entre los juegos de Bertrand
y Cournot y en el comportamiento de equilibrio en estos juegos, pero no
existe diferencia en el concepto de equilibrio utilizado en ambos juegos.
En ambos el concepto de equilibrio utilizado es el equilibrio de Nash definido en
la seccidn anterior.

Consideremos el caso de productos diferenciados. (Para el caso de
productos homogéneos véase el ejercicio 1.7.) Si las empresas 1y 2 eligen
los precios p; y p» respectivamente, la cantidad demandada a la empresa
1 por los consumidores es

¢:(pi,p;) = a — p; + bp;,

donde b > O refleja hasta qué punto el producto de la empresa i es un
sustituto del producto de la empresa j. (Esta es una funcién de demanda
irreal, puesto que la cantidad demandada del producto de la empresa
i es positiva incluso cuando la empresa : fija un precio arbitrariamente
alto, siempre que la empresa j también fije un precio suficientemente
alto. Como se verd, el problema sélo tiene sentido si b < 2.) Como en
la discusién del modelo de Cournot, suponemos que no existen costes
fijos de produccién y que los costes marginales son constantes e iguales
a c,donde ¢ < a y las empresas deciden (por ejemplo, eligen los precios)
simultdneamente.

Como antes, la primera tarea en el proceso de hallar el equilibrio de
Nash es traducir el problema a un juego en forma normal. Tenemos
dos jugadores nuevamente. Sin embargo, esta vez las estrategias de que
dispone cada empresa son los diferentes precios que pueden fijar, en
vez de las diferentes cantidades que pueden producir. Vamos a suponer
que los precios negativos no son factibles, pero que cualquier precio no
negativo lo es; por ejemplo, no existe ninguna restriccién a los precios
expresados en céntimos. Asi, el espacio de estrategias de cada empresa
puede ser nuevamente representado como S; = [0,00), los niimeros reales
no negativos, y una estrategia tfpica s; es ahora la decisién de un precio
pi 2 0.

Vamos a suponer nuevamente que la funcién de ganancias de cada
empresa es simplemente su beneficio. El beneficio de la empresa ¢ cuando
elige el precio p; y su rival elige el precio p; es

7i(pi,p;) = qi(pi,pi)pi — ¢l = la — pi + bp;1lpi — cl.

Asi, el par de precios (p],p3) constituye un equilibrio de Nash si para cada
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empresa i, p; es una soluciéon de

HiEx - Eilospt) = a0k Ta — s+ bl —el.
OSps-Cooth(ptpj) 05p;<m[a pi + bpjllp:i — cl

La solucién al problema de optimizacién de 7 es

1
p; = §(a+bp; +0).

Por lo tanto, si el par de precios (p],p;) ha de ser un equilibrio de Nash,
las decisiones de precios de las empresas deben cumplir

1
p;=—2-(a+bp£+c)

1
P = §(a+bp{ +0).
Resolviendo este par de ecuaciones obtenemos

. _ *_ﬂ.+c

1.2.C Arbitraje de oferta final

A ciertos trabajadores del sector priblico no les estd permitido declararse
en huelga; en su lugar, las disputas salariales se resuelven mediante una
decisién arbitral vinculante. (Laliga de ftbol es un ejemplo mas llamativo
que el del sector ptiblico, pero es sustancialmente menos importante desde
un punto de vista econémico.) Otras muchas disputas, entre las que
se encuentran los casos de negligencia médica y las denuncias de los
inversores contra sus agentes de bolsa, también suelen resolverse por
decisi6n arbitral. Las dos formas principales de arbitraje son el arbitraje
convencional y el de oferta final. En el arbitraje de oferta final las dos partes
hacen ofertas salariales y el arbitro decide entre una de las ofertas. Por
el contrario, en un arbitraje convencional el drbitro tiene libertad para
imponer cualquier salario. A continuacién, vamos a derivar las ofertas
salariales de equilibro de Nash, en un modelo de arbitraje de oferta final
desarrollado por Farber (1980).1°

10 Esta aplicacién incluye algunos conceptos basicos de probabilidad: funcién de distri-
bucién de probabilidad, funcién de densidad de probabilidad y valor esperado. Daremos
definiciones sucintas cuando sean necesarias; para mds detalles, constiltese cualquier texto de
introduccién a la probabilidad.
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Supongamos que las partes en disputa son una empresa y un sindicato,
y que la disputa es acerca de los salarios. Supongamos que el juego se
desarrolla de la siguiente manera: primero, la empresa y el sindicato rea-
lizan simultdneamente ofertas, denominadas w. y w,. En segundo lugar,
el arbitro elige una de las dos ofertas. (Como en muchos de los llama-
dos juegos estaticos, esto es en realidad un juego dindmico del tipo que
discutiremos en el capitulo 2, pero aqui lo reducimos a un juego estéatico
entre la empresa y el sindicato al suponer una determinada conducta del
arbitro en la segunda etapa.) Supongamos que el arbitro tiene un acuerdo
ideal que le gustaria imponer, que denominamos z. Supongamos ademas
que, tras observar las ofertas de las partes, w. y w;, el arbitro elige sim-
plemente la oferta més cercana a z: siempre que w. < w, (una intuicién
que demostraremos que se cumple) el drbitro elige w, si < (we +w,)/2y
elige w, si z > (w. + w,)/2, como vemos en la figura 1.2.3. (Lo que ocurre
si z = (w. + w,)/2 es irrelevante; supongamos que el arbitro lanza una
moneda.)

w, es elegida w, es elegida

(w,+w) /2

Figura 1.2.3

El valor de z es conocido por el drbitro, pero no por las partes. Las par-
tes creen que z se distribuye aleatoriamente segtin una distribucién de pro-
babilidad F(z), con la correspondiente funcién de densidad f(z).!! Dada
nuestra especificacion acerca del comportamiento del 4rbitro, si las ofertas
son w, y w;, las partes creen que las probabilidades Prob{w. sea elegida}
y Prob{w, sea elegida} pueden ser expresadas de la siguiente forma:

11 Esto es, la probabilidad de que = sea menor que un valor arbitrario z* es F(z*),
y la derivada de esta probabilidad con respecto a z* es f(z*). Puesto que F(z*) es una
probabilidad, tenemos que 0 < F(z*) < 1 para cualquier z*. Ademds, si z** > z%,
F(z**) > F(z*); entonces f(z*) > 0 para cada z*.
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Prob{uw.elegido} =1 - F (<22

2
Asi, el acuerdo salarial esperado es

w, - Prob{w.elegido}+w, - Prob{w,elegido} =

o (%2 v 1= (252)].

Suponemos que la empresa quiere minimizar el salario esperado impuesto
por el arbitro y el sindicato quiere maximizarlo.

Si el par de ofertas (w?,w}) ha de constituir un equilibrio de Nash del
juego entre la empresa y el sindicato, w? debe ser una solucién de'?

. We + Wi Z B We + Wj
v P (255 s [1-p (222

y w} debe ser una solucién de

M wh + W, e wy + W,
n;lua;xwe-F(—z )+w‘.3 [l F(—Z )]

Asi, el par de ofertas salariales (w},w?) debe ser una solucién de las con-
diciones de primer orden de estos problemas de optimizacién:

1 w* +w?* w* +w*
BB VL) [ et kSt I I 4 s TS i §
(i =) 3¢ (5% ) ( )

OOk O P N
(wk —w?) Zf( 5 )—[l F( 5 )]

(Posponemos la consideracién de si estas condiciones de primer orden son
suficientes.) Puesto que los términos de la izquierda de estas condiciones
de primer orden son iguales, los términos de la derecha deben asimismo
ser iguales, lo que implica que

12 Al formular los problemas de optimizacién de la empresa y el sindicato hemos supuesto
que la oferta de la empresa es menor que la oferta del sindicato. Es inmediato demostrar que
esta desigualdad se debe cumplir en equilibrio.
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*

wy +w;\ _ 1
F (—~2———) Higy (1.2.2)

esto es, la oferta media debe ser igual a la mediana del acuerdo preferido
por el arbitro. Sustituyendo (1.2.2) en cualquiera de las condiciones de
primer orden obtenemos

w; —w; = . T (1.2.3)

" g ()
esto es, la distancia entre las ofertas debe ser igual a la inversa del valor
de la funcién de densidad evaluada en la mediana del acuerdo preferido
por el arbitro.

Consideremos el siguiente ejemplo, que ofrece un resultado de estética
comparativa que resulta intuitivamente atractivo. Supongamos que el
acuerdo preferido por el arbitro se distribuye normalmente con media m
y varianza o2, en cuyo caso la funcién de densidad es

1 1
flz) = Wexp {—@(x = m)z} .

(En este ejemplo, se puede demostrar que las condiciones de primer orden
anteriormente dadas son suficientes.) Puesto que una distribucién normal
es simétrica con respecto a su media, la mediana de la distribucién es igual
a su media, m. Por lo tanto, (1.2.2) se convierte en

»* *

w, =+ wg _
=
y (1.2.3) se convierte en
w) —w) = e S V2ra?,
f(m)
por lo que las ofertas de equilibrio de Nash son
. % mo? . no?
=m _ g —_ —_—
ws 2 y we m 2

Asi, en equilibrio, las ofertas de las partes se centran alrededor de la
esperanza del acuerdo preferido por el arbitro (es decir, m), y la distancia
entre las ofertas aumenta con la incertidumbre de las partes acerca del
acuerdo preferido por el 4rbitro (es decir, 02).
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La interpretacién de este equilibrio es simple. Cada parte se enfrenta
a un dilema. Una oferta més agresiva (es decir, una oferta mas baja
por parte de la empresa o una oferta mds alta por parte del sindicato)
genera unas ganancias mayores si es elegida por el 4rbitro, pero es menos
probable que sea elegida. (Veremos en el capitulo 3 que un dilema similar
aparece en una licitacién a pliego cerrado y al precio mds alto: una puja
mds baja genera unas ganancias mayores si es la puja ganadora, pero
reduce probabilidad de ganar) Cuando hay mds incertidumbre sobre el
acuerdo preferido por el rbitro (es decir, o es més alta), las partes pueden
permitirse ser mas agresivas, puesto que una oferta agresiva tiene menos
probabilidades de ser muy diferente del acuerdo preferido por el drbitro.
Por el contrario, cuando apenas hay incertidumbre, ninguna parte puede
permitirse hacer una oferta alejada de la media, porque es muy probable
que el arbitro prefiera acuerdos cercanos a m.

1.2.D El problema de los ejidos

Al menos desde Hume (1739), los filésofos politicos y los economistas
han entendido que si los ciudadanos responden tinicamente a incentivos
privados, habra un déficit en la provision de bienes priblicos y los recursos
publicos estaran sobreutilizados. Hoy en dia, basta con fijarse en el medio
ambiente para constatar la fuerza de esta idea. Fue el trabajo ampliamente
citado de Hardin (1968) el que fij6 la atencién de los no economistas sobre
el problema. A continuacién analizamos un ejemplo bucélico.

Consideremos los n habitantes de una aldea. Cada verano todos los
aldeanos llevan sus cabras a pastar en el ejido de la aldea. Denominamos
gi el niimero de cabras que el i-ésimo campesino posee y el niimero total
de cabras en la aldea G = g1 + ...+ g,. El coste de comprar y cuidar una
cabra es ¢, independientemente de cudntas cabras se posean. El valor de
criar una cabra en el ejido cuando alli se concentra un total de G cabras es
v(G) por cabra. Puesto que una cabra necesita al menos una cierta cantidad
de pasto para sobrevivir, existe un niimero méximo de cabras que pueden
pastar en el ejido, Gimazw(G) > 0 para G < Gmaz, pero v(G) = 0 para
G > Gas- Por otra parte, puesto que las primeras cabras disponen de un
amplio espacio para pastar, afiadir una mas no afecta a las que ya estan alli,
pero cuando hay tantas cabras pastando que apenas pueden sobrevivir
(es decir, G estd justo por debajo de G.,,.), afadir una cabra mas afecta a
las demds de forma dramatica. Formalmente: para G < G40, v'(G) < 0
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y v"(G) < 0, como muestra la figura 1.2.4.

v

max

Figura 1.2.4

Durante la primavera, los aldeanos eligen simultdneamente cudntas
cabras van a tener. Supongamos que las cabras son continuamente divisi-
bles. Una estrategia del aldeano i es la decision sobre el niimero de cabras
que llevard a pastar en el ejido, g;. Suponer que el espacio de estrategias
es [0,00) cubre todas las opciones del aldeano; [0,G ....) también bastaria.
Las ganancias del aldeano i por criar g; cabras cuando el niimero de cabras
criadas por otros aldeanos es g1, . . . ,0i—1,9i+1 - - - /9n, €S

9:v(g1, - - - ,9i-1,9i + Gis1s - - - + Gn) — CGi- (1.2.4)

Asi, si (g7, ... ,95) ha de constituir un equilibrio de Nash, para cada i, g}
debe maximizar (1.2.4) dado que los otros aldeanos eligen (g7, ...,97_;,
951/ --.97)- La condicién de primer orden de este problema de optimi-
zacion es

(g +9%;) +giv'(gi + 9" ) —c=0, (1.2.5)

donde g*; denota ¢gf + ...+ g} + g%, + ... + g5. Sustituyendo g} en
(1.2.5), sumando todas las condiciones de primer orden de los n aldeanos
y dividiendo luego por n se obtiene

WG + %G*v’(G*) =0, (1.2.6)

donde G* denota gi +. ..+ g;. Por el contrario, el 6ptimo social, denotado
con G**, es una solucién de
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max Guv(G) — Ge,
0<G<oo

para la cual la condicién de primer orden es

v(G™) + G V'(G**) —¢c=0 (1.2.7)

La comparacién entre (1.2.6) y (1.2.7) muestra'®> que G* > G**: en el
equilibrio de Nash se crian demasiadas cabras comparado con el 6ptimo
social. La condicion de primer orden (1.2.5) refleja los incentivos que tiene
un aldeano que ya esté criando g; cabras pero considera afiadir una mas
(0, de forma mas precisa, una pequefia fracciéon de una mads). El valor de
la cabra adicional es v(g; + g*,) y su coste es c. El dafio a las cabras ya
existentes del aldeano es v'(g; +g* ;) por cabra, 0 g;v'(g; + g* ;) en total. Los
recursos comunales estdn sobreutilizados porque cada aldeano considera
s6lo su propia situacion, y no el efecto de sus decisiones sobre los otros
aldeanos; de aqui la presencia de G*v'(G*) /n en (1.2.6), pero de G**v'(G**)
en (1.2.7).

1.3 Teoria avanzada: Estrategias mixtas y existencia de equilibrio

1.3.A Estrategias mixtas

En la seccién 1.1.C hemos definido S; como el conjunto de estrategias con
que cuenta el jugador i, y la combinacién de estrategias (s}, .. .,s;;) como
un equilibrio de Nash si, para cada jugador i, s} es la mejor respuesta del
jugador ¢ a las estrategias de los otros n — 1 jugadores:

Uil8] oo r8T 1,81 /81c1s - r5m) = Wil8T, -« /8T _1/8i:8L 10+ -+ s50) (EN)

para cada estrategia s; en S;. Segiin esta definicién no existe ningtin
equilibrio de Nash en el siguiente juego conocido como el juego de las
monedas (matching pennies).

13 Supongamos, a lainversa, que G* < G**. Entonces v(G*) > v(G**), puesto que v < 0.
Del mismo modo, 0 > v/(G*) > v/(G**), puesto que v/ < 0. Finalmente, G* /n < G**. Asi,
el término de la izquierda de (1.2.6) es estrictamente mayor que el término de la izquierda de
(1.2.7), lo cual es imposible dado que ambos son iguales a cero.





