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Clases pasadas...

* Nos hemos centrado en el modelo de regresion lineal simple (dos variables,
bivariado) :

como estimar sus parametros usando OLS

bajo qué condiciones (supuestos) nuestros estimadores MCO son
insesgados y eficientes

como estimar los errores estandar (una medida de precision) de los
estimadores OLS

* Pero los modelos de regresion lineal simple (dos variables) rara vez se utilizan
en la practica porque:

por lo general, hay mas de un factor importante que afecta y

si todos los demas factores importantes se excluyen del modelo, ées
razonable asumir RLS4: media condicional cero (E(u|x)=0) ,es decir, que
todos los factores excluidos que afectan y no estan correlacionados con
x?

si no podemos asumir esto, nuestros estimadores estan sesgados



Proximas clases...

* Vamos a cambiar nuestro enfoque al modelo de regresion multiple, el
caballo de batalla de toda la econometria y, de hecho, de todas las ciencias
sociales

* Nos permite obtener estimaciones de las relaciones entre y y muchos
factores, en lugar de solo la relacién entre y y x

* Una interpretacion causal ceteris paribus de la estimacion del efecto de x
sobre y es mas probable que sea valido cuando incluimos otras variables
explicativas que pueden estar correlacionadas con x en el modelo porque el
supuesto RLS4: media condicional cero (E(u|x)=0) es mas probable que sea
valido



Ejemplo de un modelo con dos regresores

Supongamos que estamos interesados en el efecto de la educacion sobre los salarios:
* Un modelo simple:

salario; = ay + ajeduc; + u; (1)

 Un modelo multiple:

salario; = By + fieduc; + frexper; + u; (2)

En el modelo (2) la experiencia fue sacada del término de error e incluida directamente
en el modelo

Esto nos permite:
* investigar la relacidn entre experiencia y salario

* investigar la relacidon entre educacion y salarios, mientras se controla el efecto de
la experiencia en los salarios.

 Ademas, si trabajamos con el modelo (1), tendriamos que asumir que la
experiencia no esta correlacionado con la educacion y, si esta suposicion es
invalida, nuestra los estimadores MCO estarian sesgados



Ejemplo de un modelo con dos regresores

* Decidimos estimar un modelo de regresion multiple usando una base de datos del
Wooldridge:

* Muestra (n): 526 adultos salarios en Slahora educ y exper en afos

* Aplicando MCO a este modelo y a la base de datos obtenemos:
salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Aplicando MCO al modelo simple y a la base de datos obtenemos:
salario; = —0.9 4+ 0.54 educ;

Note la diferencia en las estimaciones de 3;, el efecto de
educacion sobre salario




Ejemplo de un modelo con dos regresores

Decidimos estimar un modelo de regresion multiple usando una base de datos del
Wooldridge:

Muestra (n): 526 adultos salarios en Slahora educ y exper en afos

Aplicando MCO a este modelo y a la base de datos obtenemos:
salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Si educ = 0y exper = 0 el salario predicho es —$3.39 por hora, es extrafio pero nadie
en la muestra tiene educ = 0y exper = 0

es una extrapolacion fuera de la muestray, por tanto, no relevante

Manteniendo exper fija, Aexper = 0, un aio de educacion adicional predice que

. dsalario;
aumenta el salario en $0.64 por hora, ~oduc L= 0.64

Manteniendo educ fija, Aeduc = 0, un afio de experiencia adicional predice que
dsalario;

aumenta el salario en $0.07 por hora, = 0.07
dexper




Ejemplo de un modelo con dos regresores

salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Pero gastar un afo adicional de educacion reduce los afios potenciales de
experiencia en el lugar de trabajo en uno.

Manteniendo exper fija, Aexper = 0, un aio de educacion adicional predice que

dsalario;
’ deduc

aumenta el salario en $0.64 por hora = 0.64

Manteniendo educ fija, Aeduc = 0, un afio de experiencia adicional predice que
dsalario;

aumenta el salario en $0.07 por hora, = 0.07
dexper




Ejemplo de un modelo con dos regresores

* Podemos usar el modelo estimado para predecir el efecto de cualquier
combinacién de cambios en las variables explicativas (regresores) sobre la variable
dependiente

* ¢(Entonces, cudl es el cambio de quedarse un afio extra en educacién (Aeduc = 1)
y, por tanto, renunciar a un aio mas de experiencia laboral (Aexper = —1) ?

salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Respuesta:

Asalario; = 0.64 Aeduc; + 0.07Aexper;
Asalario; = (0.64 X 1) + (0.07 x —1) = 0.57

El efecto de permanecer en la educaciéon un afio masy, por lo tanto, perder un afio
de experiencia laboral es un aumento salarial por hora de $0.57



Ejemplo de un modelo con dos regresores

salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Para que estas estimaciones sean validas, el supuesto de media
condicional zero tiene que ser valido

En este caso, el supuesto de media condicional zero es
E(uleduc, exper) = 0

Esto es equivalente al supuesto RLS4, E(u|x) = 0




Un modelo con dos regresores

e Cuando estimamos un modelo con dos regresores
y = Po+ P1x1 + Pox; +u

* Para que nuestros estimadores sean insesgados, el supuesto de media
condicional cero E(u|x1,x2) = 0, debe ser valido. Es decir, para cualquier
valor de x4 y x5, en la poblacion, el valor promedio de u es zero

* Para el modelo
salario; = By + fieduc; + B,exper; + u;

el supuesto de media condicional cero es E(u;|educ;, exper;) = 0, es
decir, otros factores omitidos del modelo no estdn correlacionados con

educacion y experiencia.

 ¢Pero que pasa con la habilidad innata no observable? Se omitio, y es
probable que afecte los salarios y que al mismo tiempo esté
correlacionada con educaciony, por lo tanto, experiencia.



Un modelo con k regresores

El modelo general con k regresores es:
y = Bo + P1x1 + Boxy + B3xz + -+ Brxp +u

donde u es el término de error que representa todos los factores otros
que X1, X7, X3,..., X; que afectan y

No importa cuantos regresores tengamos en el modelo, siempre habra
factores no observados que no podemos controlar

Estos estan colectivamente representados por u

El supuesto de media condicional cero sigue siendo necesario

Para este modelo con k regresores el supuesto es: E(u|x1,x2, xk) =0,
es decir, todos los factores no observados (1) no estan correlacionados
con todos y cada uno de las variables explicativas

Si alguna de las variables explicativas se correlaciona con u, entonces no
importa cuan grande sea k, los estimadores de MCO estaran sesgados.



La mecanica de los MCO

Asumiendo que y de k variables explicativas de forma lineal, es decir:
y = Po + B1x1 + Boxy + Paxg + -+ Brxy +u

Nuestro objetivo es estimar 8, B1, 2, B3,..., B €n la FRM
Y =Bo + B x1 + Boxy + Baxz + -+ Brxy

MCO encuentra valores de Sy, 1, B2, ---, Bx que minimizan la suma de los
errores al cuadrado (SSR en inglés o SRC en espaiol):

L L

- - - - - - 2

SSR = Z u; =Z (}’f — (180 + Bixy; + PoXo; + PaXg + 0+ ﬁkxkf))
i=1 i=1

usando una muestra de n observaciones

No vemos la solucion matematica de esto, pero la intuicion es similar al
Modelo de Regresion Lineal Simple (encontrar la recta que minimice los
errores)



La mecanica de los MCO

 Enelmodeloconk = 2: los datos se generan de acuerdo con

y ,30 +,81x1 + ,Bzxz tTu
d La FRM es: BO + Bl X1 + ﬁzXz

* Los estimadore MCO para el caso k = 2 son:

Cov(x,y)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x;)
Var(x,)Var(x,) — Cov(x,x,)*

ﬁ1=

_ Cov(xyy)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x;)

T
(]

Var(x,)Var(x;) — Cov(x,x,)?

Bo=y— (Elfl + ﬁzfz)



La mecanica de los MCO

 Enelmodeloconk = 2: los datos se generan de acuerdo con

y:.[fo +,[z1x1 +ﬁgx2 tTu
d La FRM es: 5; = BO + Bl X1 + ﬁzXz

* Los estimadore MCO para el caso k = 2 son:

Cov(x,y)Var(x;) — Cov(x,y)Cov(x,x5) &
Var(x,)Var(x,) — Cov(x;x,)? Notar la
simetria

_ Cov(xzy)Var(x;) — Cov(x,y)Cov(x,x,) <«

Var(x;)Var(x;) — Cov(x,x,)?

By

B>

Bo=y— (ﬁnlfl + ﬁz-fz)



La mecanica de los MCO

* Enelmodeloconk = 2: los datos se generan de acuerdo con

y ,30 +,81x1 + ,Bzxz tTu
d La FRM es: BO + Bl X1 + Bzxz

* Los estimadore MCO para el caso k = 2 son:

3 Cov(x,y)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x,)

Var(x;)Var(x,) — Cov(x,x,)*

n Cov(x,y)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x5) X
= Centrandonos en f3; , note
que las diferencias tienen

5 _ = 5 = 5 = gue ver con considerar la
Bo=¥— (131-171 + ﬁEIEJ .
correlacion entre x4 y X,

Var(x;)Var(x,) — Cov(x,x,)?

Estimadores MCO del modelo lineal simple




La mecanica de los MCO: una interpretacion visual

Cov(xy,y)

En el modelosimple:y = By + B1x; +u, FRM:9 =fo+f1x; By = Var(xy)
1

Variation in y

Variatio
in x

El solapamiento representa la
variacion en y que puede ser
explicada por la variacion en x4, es
decir, Cov(y, x1)

El tamaino de este solapamiento
refleja la cantidad de informacioén

usada por MCO para generar Bo Y /3’1



La mecanica de los MCO: una interpretacion visual

Cov(xy,y)

En el modelosimple:y = By + B1x; +u, FRM:9 =fo+f1x; By = Var(xy)
1

lationin y

Esta region representa la variacion en y
gue no puede ser explicada por la
variacion en x;. Es la variacién de y que

se debe a u, o a como cambia u, (02).

Cuanto mas grande esta region, es decir,
cuanto menor el solapamiento, mayor la
varianza de nuestro estimador



La mecanica de los MCO: una interpretacion visual
En el modelo de regresion multiple: y = By + f1x1+ [ox, +u

. Esta region representa la correlacion
entre x; y x,, parte de la razon de por
qué debemos incluir x, en el modelo
(recordar el supuesto de media
‘condicional cero)

Variation in y




La mecanica de los MCO: una interpretacion visual
En el modelo de regresion multiple: y = By + f1x1+ [ox, +u

Pero ahora el solapamiento que
Variation in representaba la variacion en y que
puede ser explicada por la variacion
en x4 se ha achicado




La mecanica de los MCO: una interpretacion visual

En el modelo de regresion multiple: y = By + f1x1+ [ox, +u

o ‘Pero ahora el solapamiento que
Variation in y Orepresentaba la variacion en y que

'puede ser explicada por la variacion
en X1 se ha achicado

Variatio TAhora, cuando calculamos f3;,

inx ‘necesitamos tomar en cuenta la porcién
de variacién en Yy que puede ser
‘atribuible a x; 0 x,, 0 a una
'‘combinacién

Esto es lo que estos elementos
| ,
representan en la formula

_Cﬂv(xly}Var(xz) Cov(x,y)Cov(x,x,)
n Xz - Var(x,)Var(x;

— Cov(x,x,)?



La mecanica de los MCO: una interpretacion visual

* Lacorrelacion entre x; y x, no sesga las estimaciones
* Sin embargo, cuanto mayor la correlacion, menos informacion hay para los
MCO para usar en la estimacion -> mayor la varianza de los estimadores

Variationin y

Variationin y  Correlacion
débil entre

X1Y X

Variatio
in Xx-

nin x;

Correlacion Masiation in ¥
fuerte entre

X1Y X2

n X



Tres importantes implicaciones de pasar
desde el modelo simple al modelo
multiple

1. Los estimadores cambian: en general, los estimadores de las regresiones
en el modelo simple y multiple no son iguales

2. Unainterpretacion ceteris paribus (causal) de los estimadores (y las
estimaciones que generan) es mas probable que sea correcta

3. Los estimadores (y las estimaciones que generan) tienen una
interpretacion “eliminando parcialmente”



1.

Los estimadores cambian: en general,
los estimadores de regresiones simples
vy multiples no son iguales

- {:'ﬂl-:'(-xl.uy)
Modelo Simple (MRS): ~ A: =723

Modelo Mdltiple (MRM): 5 _ Cov(x,y)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x,)
b= Var(x,)War(x,) — Cov(x,x,)>

Los estimadores son diferentes

Aplicando MCO al modelo multiple en la base de datos:
salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Aplicando MCO al modelo simple y a la base de datos:

salario; = —0.9 + 0.54 educ;




1.

Los estimadores cambian: en general,
los estimadores de regresiones simples
vy multiples no son iguales

s Cov(xy,y)
Modelo Si ; =
odelo Simple (MRS) I} Var(x,)
Modelo Multiple (MRM):  »  Cov(xyy)Var(x;) — Cov(x,y)Cov(x,x;)
Lo Var(x,)Var(x,) — Cov(x,x,)>

Los estimadores son diferentes al menos que:

X1 Y X, estén incorrelacionados, es decir, Cov(xq, x,) = 0, entonces los
estimadores del MRM y MRS son iguales

el efecto ceteris paribus del cambio de x, en y es cero, es decir, §, = 0

(Esto también aplica a los estimadores de f3,)



2. Una interpretacion ceteris paribus
(causal) de los estimadores del MRM es
mas probable que sea correcta

* Modelo Simple (MRS): ¥ = fo + frix
*  Modelo Mdltiple (MRM): 9= o+ Bix, + f2x5
En el MRM, hemos controlado por el efecto de x, eny. En el MRS no.

Es por esto que una interpretacion ceteris paribus del estimador 5; de la
estimacion MRM sea probablemente mas correcto.

Aplicando MCO al modelo multiple en la base de datos:
salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Aplicando MCO al modelo simple y a la base de datos:

salario; = —0.9 + 0.54 educ;




3. Los estimadores (y las estimaciones que
generan) tienen una interpretacion

“eliminando parcialmente”

. Cov(xy,y)
Modelo Simple (MRS): By = Var(x;)

Modelo Multiple (MRM): 3, = Cov(x,yv)Var(x,) — Cov(x.y)Cov(x,x5)
' Var(x,)Var(x,) — Cov(x x,)>

En el MRM, "eliminamos parcialmente" esa parte de la variacion que podria
ser explicada por x; 0 x5, 0 una mezcla de ambos
MRS MRM




3.

Los estimadores (y las estimaciones que
generan) tienen una interpretacion

“eliminando parcialmente”

A _‘Cﬂl?(.xl,}')
*  Modelo Simple (MRS): by = Var(x,)

+ Modelo Mdltiple (MRM): 4, = Cov(x,y)Var(x,) — Cov(x,y)Cov(x,x,)
! Var(x,War(x,) — Cov(x,x5)>

En el MRM, "eliminamos parcialmente" esa parte de la variacion que podria
ser explicada por x; 0 x5, 0 una mezcla de ambos

Esto hace que la estimacion sea mas exigente, pero es un paso importante.
hacia una interpr ig ' '

Aplicando MCO al modelo multiple en la base de datos:
salario; = —3.39 + 0.64 educ; + 0.07exper;

Aplicando MCO al modelo simple y a la base de datos:

salario; = —0.9 + 0.54 educ;



En resumen....

* El poder del analisis de regresion multiple MCO deberia quedar claro

* Cuando incluimos un factor adicional en una regresion, estamos
controlando por su efecto sobre la variable dependiente y esto nos
mueve hacia una interpretacion ceteris paribus creible de los estimadores
de MCO y las estimaciones que generan

 Enlos experimentos controlamos por los factores que no nos interesan
manteniéndolos constantes en la etapa de generacion de datos

 En el analisis de regresion multiple MCO podemos controlar los factores
gue no nos interesan en la etapa de analisis

» Laregresién multiple MCO permite a los cientistas sociales hacer de
forma no experimental lo que hacen los experimentalistas hacen en un
experimento de laboratorio controlado.



Lecturas

 Wooldridge capitulo 3



