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CAPITULO 9

Algebra matricial

9.1 INTRODUCCION A LAS MATRICES
9.2 TIPOS ESPECIALES DE MATRICES
9.3 OPERACIONES MATRICIALES

9.4 EL DETERMINANTE

9.5 LA INVERSA DE UNA MATRIZ

9.6 APLICACIONES SELECTAS

Términos y conceptos clave
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Evaluacién del capitulo

Ejercicios por computadora
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D Proporcionar comprensién de la naturaleza de una matriz
y la representacion matricial de los datos.

D Proporcionar entendimiento del dlgebra matricial.

D Presentar una variedad de aplicaciones de las matrices y el
algebra matricial.
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ESCENARIO DE
MOTIVACION:
Analisis

del cambio de
marca

El andlisis del cambio de marca se ocupa del comportamiento de compra de los
consumidores que compran un producto o contratan un servicio en repetidas oca-
siones. Como ejemplos de tales productos se pueden citar la gasolina, los deter-
gentes, los refrescos y las comidas rdpidas. El andlisis del cambio de marca se
enfoca en la lealtad a la marca y el grado en que los consumidores estdn dispues-
tos a cambiar a productos competidores. Las empresas a menudo tratan de proyec-
tar los efectos que tendrdn las campafias de promocién, como rebajas y programas
publicitarios, sobre las ventas de sus productos. Si se tiene informacion disponi-
ble en relacion con las tasas de las ganancias y pérdidas por todos los competi-
dores, una empresa puede: a) pronosticar su participacion en el mercado en
algtin momento futuro; b) pronosticar la tasa con que la empresa aumentard o
disminuird su participacion en el mercado en el futuro, y c) determinar si la par-
ticipacion en el mercado alguna vez llegard a niveles de equilibrio en que cada
empresa o marca retiene una participacion constante del mercado.

En este capitulo se analiza el dlgebra matricial y sus aplicaciones. Se presenta la naturale-
za de las matrices y luego se analizan los diferentes tipos de matrices, el dlgebra de matri-
ces y algunos conceptos especializados de la matriz. La dltima seccién del capitulo
presenta varias aplicaciones del dlgebra matricial.

91 Introduccion a las matrices

éQué es una matriz?

Siempre que se manejan datos, se debe interesar en organizarlos de manera tal que sean sig-
nificativos y se puedan identificar con facilidad. Resumir los datos en forma tabular puede
ayudar en esta funcién. Una matriz es una forma comiin para resumir y presentar nimeros

o datos.

Definicion: Matriz

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos.

Los elementos de una matriz por lo general son nimeros reales, pero no siempre. Con-

sidere las calificaciones de prueba de cinco estudiantes en tres examenes. Estas se presen-
tan en la siguiente matriz.

Prueba
1 2 3
1/75 82 86
2191 95 100
Estudiante 3| 65 70 68
4159 80 99
5\75 76 74
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La matriz contiene el conjunto de calificaciones de prueba encerradas entre los paréntesis
grandes. El arreglo tiene forma rectangular con cinco filas (una por cada estudiante) y tres
columnas (una por cada prueba). Cada fila contiene las tres calificaciones de prueba para
un estudiante particular. Cada columna contiene las cinco calificaciones en una prueba par-
ticular.

Forma generalizada de una matriz

Una matriz A que contiene elementos a; tiene la forma general

Q11 Q2 "7 Gy,

a a - a
A 21 22 2n

Am1 A2 A mn

Esta matriz generalizada se representa con m filas y n columnas. Los subindices en un ele-
mento a,, indican la ubicacion del elemento en una matriz. El elemento a;; se localiza en la
interseccion de la fila i y la columna j de la matriz. Por ejemplo, a,, se localiza en la inter-
seccion de la fila 2 y la columna 1. El elemento a,5 se ubicarfa en la fila 3 y la columna 5
de la matriz.

Ejercicio de practica >

Si la matriz de calificacién de prueba de los estudiantes recibe el nombre de S y
. 4 {’
los elementos se expresan como Sijs (cudles son los elementos 5, S35, S43 Y S¢7

Respuesta: 82, 70, 99, no hay elemento Si6r

Los nombres de la matriz generalmente se representan con letras maytsculas y los
elementos de una matriz con letras mindsculas con subindices. Una matriz se caracteri-
za también por su dimension. La dimension o el orden indican el nimero de filas y el
ntimero de columnas contenidos en una matriz. Si una matriz tiene m filas y n columnas,
se dice que tiene una dimensién m X n, que se lee “m por n”. La matriz de calificacion
de prueba de los estudiantes tiene una dimensién (5 X 3), o se dice que es una matriz de
“S por 3”.

Propésito del estudio del algebra matricial

Las matrices ofrecen un medio conveniente para almacenar, presentar y manipular datos.
Los datos de las calificaciones obtenidas en una prueba se almacenan convenientemente
en la matriz anterior y ésta ofrece un método claro y compacto para presentar estos datos.
La mayor parte de los datos almacenados en computadoras se almacenan en un formato
de matriz. En el lenguaje FORTRAN se reserva espacio de almacenamiento para arreglos
en la memoria de la computadora para utilizar el enunciado DIMENSION. El enunciado
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Ejemplo 1

9.2

“DIMENSION A(20, 30)” reserva espacio para una matriz A que tiene una dimensioén
(20 X 30). En el lenguaje BASIC, el enunciado “DIM A (20, 30)” cumple la misma funcién.

Cuando se almacenan datos en matrices, a menudo es necesario desplegarlos. Si los
datos se almacenan en una matriz con algin patrén l6gico, puede ser relativamente facil re-
cuperar elementos individuales o grupos de elementos. Con frecuencia es necesario mani-
pular datos que se almacenan en una matriz. Por ejemplo, una profesora tal vez quiera
determinar el promedio de una clase en una prueba dada o el promedio de un estudiante en
las tres pruebas utilizando los datos de la calificacién en la prueba de la matriz antes defi-
nida. El dlgebra matricial permite manipular los datos y efectuar célculos a la vez que man-
tiene los datos en forma de matriz. Esto es conveniente en especial en las aplicaciones
computarizadas.

(Consumo de energia en Estados Unidos) La matriz E siguiente presenta el consumo de energia
diario promedio de cuatro regiones diferentes del pais durante 1987. Las cifras se dan en millones de
barriles por dia y representan la cantidad de petréleo que generaria la energia equivalente. Se han re-
dondeado a los 100000 barriles mas cercanos. E es una matriz (4 X 5).

Hidroeléctrica,
Petréleo  solar, geotérmica
Petréleo y gas y gas y combustibles
estadounidense Carb6n importados sintéticos Nuclear
6.5 2.8 3.0 0.2 0.5 Noreste
E = 3.2 1.1 0.5 0.5 0.2 Sur
3.4 2.0 1.1 0.1 0.4 Oeste medio
5.5 1.5 3.3 0.6 0.2 Oeste ]

Las siguientes secciones analizan diferentes tipos de matrices y su manipulacién.

Tipos especiales de matrices

Vectores

Hay una clase especial de matrices que se denomina vector. Un vector es una matriz que
s6lo tiene una fila o una columna.

Definicion: Vector fila
Un vector fila (o vector renglon) es una matriz que solo tiene una fila. Un vector fila
R con n elementos Ty tiene una dimensién (1 X n) y la forma general

R=@y rig rig 0 T1p)

Notese que es posible expresar los elementos generalizados de un vector fila (1 X n) me-
diante rijp dondej=1,...,n.
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Las tres calificaciones obtenidas por el estudiante 1 en la prueba se podrian guardar en
el vector fila A (1 X 3) como

A= (75 82 86)

El siguiente vector fila (1 X 5) es una submatriz del ejemplo 1 que resume el equivalente
promedio del consumo diario de energia para el noreste durante 1987.

B=(65 28 30 02 0.5)

Definicion: Vector columna

Un vector columna es una matriz que sé6lo tiene una columna. Un vector columna
C con m elementos Cji tiene una dimension m X 1y la forma general

En el caso de la matriz de las calificaciones obtenidas por los estudiantes en la prueba
anterior, se podrian representar las calificaciones de los cinco estudiantes en el primer exa-
men mediante el vector columna (5 X 1)

75
91

59
75

Matrices cuadradas

Definicion: Matriz cuadrada

Una matriz cuadrada es una matriz que tiene el mismo nimero de filas y columnas.

Si la dimensién de una matriz es (m X n), una matriz cuadrada es tal que m = n. Las
siguientes matrices son cuadradas.

2 0 -3
A=@3) B—<_5 4> c=(1 -4 5
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Si una matriz A es cuadrada, a veces nos interesamos en un subconjunto de elementos a "
que cae a lo largo de la diagonal principal de la matriz. Estos elementos se localizan en

posiciones en que i = j, por ejemplo, a,;, ay,, Q335 Ayys - - - 5 Ay, LOS elementos en la dia-
gonal principal de la matriz B son b, = 1y b,, = 4. Los elementos en la diagonal princi-
pal de la matriz C son ¢}; = 2, ¢, = =4y ¢33 = 6.

Definicion: Matriz identidad

Una matriz identidad 1, en ocasiones llamada matriz unidad, es una matriz cuadrada
para la cual todos los elementos a lo largo de la diagonal principal son iguales a 1 y
todos los otros elementos son iguales a 0.

Si e, representa un elemento generalizado en una matriz identidad, entonces

1 sii=j
eij: .. .
0 Sii#]J

Las matrices

1 0 .
I<0 1) e I=

son matrices identidad (2 X 2) y (3 X 3).

Aunque se veran distintas aplicaciones de la matriz identidad, una propiedad impor-
tante incluye la multiplicacién de una matriz identidad por otra matriz. La multiplicacién de
matrices es una operacion algebraica legitima en ciertas circunstancias. Dada una matriz A
y una matriz identidad 1, si el producto Al estd definido, AI = A. De modo similar, si el pro-
ducto de IA estd definido, entonces IA = A. La matriz identidad I es para la multiplicacién
matricial, lo que el niimero 1 es para la multiplicacion en el sistema de los niimeros reales;
estoes, (a)(1) = (1)(a) = a.

o O =
S = O
= o O

Transpuesta de una matriz

Hay veces en que es necesario reordenar los elementos de datos en un matriz. La reorde-
nacién simplemente puede tener el objetivo de ver el arreglo de nimeros desde una pers-
pectiva diferente o manipular los datos en una tultima etapa. Una clase de reordenacion
consiste en la transpuesta de una matriz.

Definicion: Transpuesta

Dada la matriz A (m X n) con elementos a i la transpuesta de A, expresada como AT,

es una matriz (n X m) que contiene elementos afj donde afj =a.
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Ejemplo 3
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Para encontrar la transpuesta de la matriz

primero se determina la dimensién de AT. Dado que A es una matriz (3 X 2), AT serd una matriz (2 X 3)
con la forma

t t t
AT = <a11 Q12 a13>
t t t
Qg1 Qgg Qg3
Usando la definicion anterior, se obtiene

t

t — — _ _
a1 =a;; =3 ab = a;p =2

alp =ag =4 ahy =09 =10
ajg=az =1 ab3 =ag = —2
. 3 4 1
T _ a
o bien A (2 0 _2>

Estudie las matrices A y AT del ejemplo 2. ;Encuentra algin patrén? Lo que debe ob-
servar es que las filas de A se convierten en las columnas de AT. De igual modo, las co-
lumnas de A se convierten en las filas de AT. Estas relaciones serdn verdaderas para
cualquier matriz y su transpuesta, y ofrecen un método sencillo para determinar la trans-
puesta.

Apliquese esta ldgica para encontrar la transpuesta de

3 0 6
B=|5 1 3
2 -1 4

3 5 2
BT=1|0 1 -1
6 3 4

De igual manera, se puede considerar que las columnas 1, 2 y 3 de B se convierten en las filas 1,2 y
3 de BT. Ambas perspectivas son validas. a
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93

Seccion 9.2 Ejercicios de seguimiento

Determine la dimensién de cada una de las siguientes matrices y encuentre la transpuesta.

2 6
1.8 -8 5 3 2.(73 8)
g; 2 10 -1

3. 4.1 -3 -5 o0

~6 8 4 -8 2

2 4

100 -6 3 2 4
5.0 1 0 6.| 2 3 3 4

00 1 2 -1 5 8

1

9 1357 9
713 8'(246810)

4

135 6 1 2 3 5

6 4 2 2 0 4 6 1
9.0 1 2 10.

‘6 3 1 -2 3 5

s 5 4 3 2 1 0

11. Encuentre una matriz A (2 X 4) para la cual
o = i+J si i=j
v 0 si i #]

12. Encuentre una matriz B (5 X 3) para la cual

yo o fi-i  sii=j
VT 2+ si i+

Operaciones matriciales

En esta seccion se analizardn algunas de las operaciones del dlgebra matricial.

Adicion y sustraccion de matrices

Propiedad de la adicién (sustraccion) de matrices

Se pueden sumar o sustraer dos matrices si y sélo si tienen la misma dimension.
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Si A y B son matrices (m X n) sumadas para formar una nueva matriz C, C tendra la
misma dimensién que A y B. Los elementos de C se encuentran al sumar los elementos
correspondientes de A y B. Es decir,

c;=a;+b; para toda i yj

Si se sustrae una matriz B de una matriz A para formar una nueva matriz C, los elementos
de C se encuentran al sustraer los elementos correspondientes de B de A, o bien

c;=a;—b

(i3 s (30)
v (98

(1+(-3) 3+2\ (-2 5
“4+o0 —2+4) "\ 4 2

” ” paratoda iyJj

Ejemplo 4  Dadas

Ejemplo 5 Usando las mismas matrices,

_ (-3 2\ (1 3
oas (50 (GY)
_(—-3-1) 2-
0-14) 4-(-2)
_(—4 -1
-4 6
Eiemplo 6 El Departamento de Energfa ha proyectado cifras de consumo de energia para el afio 2000. La matriz
P muestra el promedio de consumo diario por fuente de energia para las mismas regiones de Estados

Unidos que se indicaron en el ejemplo 1. Como antes, estas cifras se dan en millones de barriles de pe-
tréleo por dia que darfan la energia equivalente.

Hidroeléctrica,
Petréleo  solar, geotérmica
Petrdleo y gas y gas y combustibles
estadounidense Carb6n importados sintéticos Nuclear
5.9 4.8 2.0 0.7 1.2 Noreste
pP= 2.9 1.9 0.2 0.9 0.5 Sur
2.3 2.4 0.5 0.5 0.9 Oeste medio

6.0 1.9 2.9 1.0 0.6 Oeste
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El cdlculo de la matriz P — E refleja el cambio estimado en el promedio del consumo diario por
fuente de energia entre 1987 y 2000.

59 48 20 0.7 1.2 65 28 3.0 02 05
P_E- 29 19 02 09 05) [32 11 05 05 0.2
23 24 05 05 09 34 20 1.1 01 04
60 19 29 1.0 06 55 15 33 0.6 0.2

—-0.6 20 —-1.0 0.5 0.7
-0.3 0.8 —-03 0.4 0.3
-1.1 04 -06 0.4 0.5
0.5 04 —-04 0.4 0.4 Q

Ejercicio de practica >

Interprete el significado de los valores en la matriz de diferencia P X E.

Multiplicacion escalar

Un escalar es un nimero real. La multiplicacion escalar de una matriz es la multiplicacion
de una matriz escalar. Se encuentra el producto multiplicando cada elemento de la matriz
escalar. Por ejemplo, si k es un escalar y A la siguiente matriz (3 X 2), entonces

5 3 5k 3k
RA=Fk- | —2 1 |=1-2 k
0 4 0 4k
Eiemplo 7 (Pronosticos de energia) Una fundacién de investigacion de politica privada proyecta que el consu-

mo de energia aumentard 20% en cada regién y por cada fuente de energia entre 1987 y 1992. Si el
consumo se incrementa 20% en cada regién y por cada fuente de energia, el consumo en 1992 sera
igual a 120% del consumo de 1987. Por consiguiente, se puede determinar el consumo proyectado en
1992 mediante la multiplicacién escalar 1.2E, o bien

65 28 3.0 02 05 7.80 3.36 3.60 0.24 0.60
R=12 32 11 05 05 02)_[384 132 060 0.60 0.24
“134 20 1.1 01 04 4.08 240 132 0.12 0.48

55 15 33 0.6 0.2 6.50 1.80 3.96 0.72 0.24 a

Ejercicio de practica >

En el ejemplo 7, ;qué multiplicacion escalar pronosticaria una reduccién de 10% en el
consumo de energia en general? Respuesta: R = 0.9E.
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El producto interno

Definicion: Producto interno

bll
b21
Suponga que A = (@, apy, - - - » 4, n) yB = . ; entonces el producto interno,
bnl
expresado como A - B, es
A-B=ayby; +apby + - +a,by

Con base en esta definicidn, cabe destacar tres puntos:

1. El producto interno se define solo si los vectores fila y columna contienen el mis-
mo niimero de elementos.

2. El producto interno resulta cuando se multiplica un vector fila por un vector co-
lumna y el producto resultante es una cantidad escalar.

3. Se calcula el producto interno al multiplicar los elementos correspondientes en los
dos vectores y sumar algebraicamente.

Considere la multiplicacion de los siguientes vectores:

4
AB—(5—2)<6>

Para encontrar el producto interno se multiplica el primer elemento del vector fila por el
primer elemento del vector columna; se suma el producto resultante al producto del ele-
mento 2 del vector fila y el elemento 2 del vector columna. Para los vectores indicados, se
calcula el producto interno asi: a,,b,; + a,,b,,, 0 bien:

X
(B <2 [W\=B)4) +(=2)6)=8
x 6

Dados los vectores fila y columna

—4
M=(G -2 013 vy N=| 10
20
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se calcula el producto interno as{

-2
—4
M-N=G -2 0 1 3| 10
20
6

= (5)(=2) + (= 2)(=4) + (0)(10) + (1)(20) + (3)(6) = 36 u

Ejercicio de practica )

Dados S =(—5 3 0 2)yV=3 —1 4 2),encuentre el producto interno SVT,
Respuesta: —14.

Multiplicacion de matrices

Suponga que una matriz A que tiene una dimension m, X n, se tiene que multiplicar por
una matriz B que tiene una dimensioén my X n.

Propiedades de multiplicacion de matrices
| El producto matricial AB estd definido si y sélo si el niimero de columnas de
A equivale al nimero de filas de B, o si n, = mg.

Il Sise puede realizar la multiplicacion (es decir, n, = my), el producto resul-
tante serd una matriz, que tiene una dimension m, X np.

La primera propiedad de la multiplicacién establece la condicion necesaria y suficien-
te para la multiplicacién de matrices. Sin, # my, las matrices no pueden ser multiplicadas.

A . B
(m, x n,) \ (mg X ng)  Prueba para la condicién
: necesaria y suficiente

nA:mB

La propiedad II define la dimensién de la matriz que resulta de un producto de matrices.

A . B =C

(my X ng)  (myX ng) Dimensién de la
1 matriz resultante

(m, x n,) v

ny = mg
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Para determinar los elementos de la matriz que resulta en un producto de matrices, se
puede utilizar la siguiente regla de célculo.

Regla de calculo

Si AB = C, un elemento C;i de la matriz que resulta del producto es igual al producto
interno de la fila i de la matriz A y la columna j de la matriz B. (Véase la figura 9.1.)

A B C
Columna j

Figura 9.1 Multiplicacion Fila i D _
de matrices: cédlculo de c;i

usando el producto interno.

Para encontrar el producto matricial AB, donde

G ()

primero se revisa para determinar si la multiplicacion es posible. A es una matriz (2 X 2) y B es una
matriz (2 X 1).

A - B C
2X2) 2X1)=2X1

Asi, el producto estd definido porque el nimero de columnas de A equivale al nimero de filas de B.
La matriz que resulta del producto tendrd una dimensién (2 X 1) y tendrd la forma general

- (2)
Ca1

Para encontrar ¢, , se calcula el producto interno de la fila 1 de A y la columna 1 de B, o bien:

G 1(2)-C)

De igual forma, c,, se encuentra calculando el producto interno entre la fila 2 de A y la columna 1

| (00 D
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NOTA Como primer intento para calcular el producto de matrices, el lector
puede encontrar util escribir la forma general de la matriz que resul-
ta del producto de matrices. Se hizo esto al establecer primero la for-

c
ma general de C como ( 11> . Con los elementos identificados de

C21
esta manera, los subindices de cada elemento indican cémo se pue-
de calcular cada elemento.

Ejemplo 10 Determine el producto matricial BA para las matrices del ejemplo 9.
SOLUCION

El producto BA implica multiplicar una matriz (2 X 1) por una matriz (2 X 2), o bien:

B . A
@2X1) (2Xx2)

1 #2

Puesto que el nimero de columnas de B no es igual que el nimero de filas de A, el producto BA no
estd definido. a

NOTA Este ejemplo ilustra que la propiedad conmutativa que se aplica en la
multiplicacién de nimeros reales no es necesariamente vdlida en el
caso de la multiplicacion de matrices. No se puede establecer automa-
ticamente que AB = BA para dos matrices cualesquiera Ay B .

Ejemplo 11 Encuentre, si es posible, el producto PI = T, donde

0 -1

1
100
p-|2 6 72 e -0 1 0
0 10 1 O

3 4 5
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SOLUCION

P es una matriz (4 X 3) e I es una matriz identidad (3 X 3). Ya que el nimero de columnas de P
equivale al nimero de filas de I, se puede realizar la multiplicacién y la matriz de producto T ten-
dra una dimension 4 X 3. Por lo tanto,

p - I = T
1
(4X3) (3X3) (4X3)

T tendrd la forma general

Algunos elementos muestra se calculan en las siguientes operaciones:
th=0 0 -1 = (D@D + (0)0) + (=1)0) = 1
tp=1 0 -1 = (1(0) + (0)X1) + (=1)0) =0

t3=@1 0 -1 = (1)0) + (0)0) + (=1)1) = -1

HOO OHO OOH

Verifique que la matriz T que resulta del producto de matrices es:

1 0 -1
2 & -2
T= 0 10 1
3 4 5 a
NOTA Este ejemplo ilustra la propiedad antes mencionada con respecto de

las matrices identidad. Esto es, si se multiplica una matriz identidad
por otra matriz, el producto serd la otra matriz. En este ejemplo,
PI = T. Pero P = T; por ello, PI = P.
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Ejemplo 12

Ejercicio de practica >

4 5

Dadas A = (2 -3 .
39 32

1 3
> yB = < 7 4), encuentre el producto AB. Respuesta: -19 -6

(Calificaciones promedio en el curso) La profesora que aplicé las tres pruebas a cinco estudiantes
estd preparando los promedios del curso. Ha decidido ponderar las dos primeras pruebas en 30% ca-
da una y la tercera en 40%. La profesora quiere calcular los promedios finales para los cinco estu-
diantes usando la multiplicacién de matrices. La matriz de calificaciones es

75 82 86
91 95 100
G=|65 70 68
59 80 99
75 76 T4

y los valores ponderados del examen se ponen en el vector fila
W =1(0.30 0.30 0.40)

La profesora necesita multiplicar estas matrices de forma tal que la primera calificacion conse-
guida por cada estudiante se multiplique por 0.30, la segunda calificacién obtenida por 0.30 y la tl-
tima calificacién por 0.40. El lector debe verificar que los productos GW y WG no estén definidos.
No obstante, si se hubiera establecido W como un vector columna, el producto matricial GW lleva-
ria al resultado deseado.

Se puede transformar W en un vector columna con sélo obtener su transpuesta. El producto
GWT estd definido, conduce a una matriz resultante de orden (5 X 1), y de modo mds importante,
realiza los cdlculos deseados.

G ° WI' = A
(Bbx3) @BX1 B X1

Los promedios finales se calculan asi:

75 82 86 75(0.3) + 82(0.3) + 86(0.4) 81.5
91 95 100 /0.30 91(0.3) + 95(0.3) + 100(0.4) 95.8
65 70 68 ]|0.30])=|6500.3)+700.3) + 68(0.4) | =] 677
59 80 99/ \0.40 59(0.3) + 80(0.3) + 99(0.4) 81.3
75 76 T4 75(0.3) + 76(0.3) + 74(0.4) 74.9

Los promedios son 81.5, 95.8, 67.7, 81.3 y 74.9, respectivamente, para los cinco estudiantes. a
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Ejercicio de practica )

Calcule el producto WG”. ;No da esto el mismo resultado que GW'?

Representacion de una ecuacion

Una ecuacién se puede representar usando el producto interno. La expresion
3x; + Bxg — 4wg
se puede representar por medio del producto interno

X1
B 5 —4) Xq
X3

donde el vector fila contiene los coeficientes de cada variable en la expresién y el vector
columna contiene las variables. Multiplique los dos vectores para verificar que el produc-
to interno dé como resultado la expresion original.

Para representar la ecuacion

3x; + Bxy — 4x5 = 25

se puede igualar el producto interno con una matriz (1 X 1) que contiene la constante del
lado derecho, o sea

X1
B3 5 —4) |x,] =(25
X3

Recuerde que para que dos matrices sean iguales, deben tener la misma dimensién. El pro-
ducto interno siempre da como resultado una matriz (1 X 1), que en este caso contiene un
elemento: la expresion 3x; + Sx, — 4x;.

Una ecuacion lineal de la forma a,x; + a,x, + a.x; + -+ + a,x, = b se puede re-
presentar en forma matricial como sigue:

(@, ay as:---a,) Tl —p 9.1)
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Representacion de sistemas de ecuaciones

Aunque sea posible representar las ecuaciones individuales usando el producto interno, se
puede representar un sistema de ecuaciones utilizando una multiplicacién de matrices. El
sistema:

5x; + 3xy =15
dx; — 2x9 = 12

G E)-()

Si realizamos la multiplicacién de matrices en el lado izquierdo de la ecuacién matricial, el

resultado es
Sxp + 3%y ) _ (15
4o, — 2x4 12

Para que estas dos matrices (2 X 1) sean iguales, los elementos correspondientes deben ser
iguales (esto es, Sx; + 3x, = 15y 4x; — 2x, = 12, la informacion comunicada por el par
original de ecuaciones).

puede representarse asi:

Un sistema de ecuaciones (m X n) que tiene la forma

@11%q + @ppxy + 00+ agx, = by
Ao1Xq T AgoXg + + - + ag,x, = by
am1x1+ am2x2+ oot QnXn bm

puede representarse mediante la ecuacién matricial
AX =B

donde A es una matriz (m X n) que contiene los coeficientes de las variables en el lado iz-
quierdo del conjunto de ecuaciones, X es un vector columna con n componentes que con-
tiene las n variables y B es un vector columna con m componentes que contiene las
constantes del lado derecho para las m ecuaciones. Esta representacion tiene este aspecto:

@11 Qa2 Q1p X1 by
Qg1 Qg Aoy Xg by
............ | o= 9.2)
a’ml am2 amn xn bm
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Ejemplo 14
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Se puede representar el siguiente sistema de ecuaciones:
x1 — 2x, + 3x4 + x5 = 100
X1 —3x3 + x4 = 60

dx, — x5+ 2x, + x5 =125

en la forma matricial AX = B mostrada a continuacién

X1
1 -2 0 3 1 Xy 100
1 0 -3 1 0 x3 | = 60
0 4 -1 2 1 Xy 125
X5

Verifique siempre que esta representacion sea vdlida y que se deben incluir ceros en la matriz A cuan-
do una variable no aparece en una ecuacion particular.

La representacién matricial de ecuaciones no se limita a las ecuaciones lineales. La ecuacion cuadritica
10x2 — 4x + 50 =0
se puede representar por medio de la ecuacién matricial equivalente

x2

(10 —4 500 x | =(0)
1 a

Seccion 9.3 Ejercicios de seguimiento

Realice las siguientes operaciones matriciales siempre y cuando sea posible.

L_(% —2)_(3 12 9 5*8+76*2>_ -10 5)
: 5 8 8 4 T\2 14 10 —4 21 -8
4 -3 12 10 -a b a b

s -a(_1 23)+s(2 1) (g 2) -2 (s )
-2 10 20 —-25 7 5 4 3 1 -8
5‘5< 8 15)_3(—10 15) (8 4)‘8(2 4>+6(2 —4)
8

'

e

7. (7 —3)(3) 8.1 -2 -3|s
4
4 2
9. 3 —-2)| —4 10. (18 —4 —6)(3>
-3
X
11. (a b)(;) 12. (a; ay a3)| x,

X3
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13. (-4 2 -8 4)

WM - O

15. (@ b ¢ d)

w (5939

10

19. (20 —8)(0 1)
10 -5\(1 0 1
21'(0 13)(0 1 o)
23.

25.
27.

29.

(
[
(
(
w (3G Y
|
(

[« \V]
|

N 3

ot w

~

=N

O

33.

35.

14.

16

18.

22.

30.

32

34.

36.

1

-8 6 —5

. (1 0 -5 0 8

(5

)

12 10 1 0
-1 -8 01

12 0
)G
-2 15

2

0
8§ —2){3
1

12
—4

2
4
2

7
10
-3

)

)

B0 BN
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Represente los siguientes sistemas de ecuaciones en forma matricial:

37. x—3y= 15 38. 2x = 4
2x + 3y = —10 3x +4y =15
39. 5x; — 2x5 + 3x3 =12 40. 5x; — 8x, = 48
3x, — x9— 2x3=15 2x; — 4x5 =25
41. ax, + bxy=c 42, axq + bxg + cxg +dxy +exs=f
dx; texs=f x4 — hxg +ixs=j
gx1+ hxy =1
48. a1x2+ agx + a5 = b, 44, a,x%+ appx + a5 = by
ax?+ asx +ag = by X2+ Agex + a9y = by
3,52+ agx + agg = by
45. 5x3 — 2x? + x = 100 46. a,,x1+ a1px, + ai3xs T a1k, =bg
3x3 =-18 Qg1X1 + QopXy + AogXs + Aouxy = by
5x? = 125 Q31X + Ag9X 5 + A33X5+ Q34X s = by

Ag1%1+ Qoo + AysXg+ Ayyx 4= by
47. SiA=(2 1\ B=(4 0 C:(l 1),Veriﬁue ue @) A(BC) = (AB)C
<34) (12y 1 3 que que a) A(BC) = (AB)
yb) AB + C) = AB + AC.

El determinante

Un concepto importante en el dlgebra matricial es el del deferminante. Si una matriz es
cuadrada, los elementos de la matriz se pueden combinar para calcular un niimero de va-
lor real llamado determinante. El concepto del determinante es de particular utilidad al re-
solver ecuaciones simultdneas.
Ao <2 5)
3 -2

El determinante de la matriz
se puede denotar mediante el simbolo A o poniendo lineas verticales en torno a los elemen-
tos de la matriz. El determinante de A se puede expresar como

N ‘2 5‘

3 -2

De igual modo, se puede representar el determinante escribiendo lineas verticales alrededor
del nombre de la matriz. Por lo tanto, es posible representar el determinante de A como

2 5
IAI=‘ ‘

3 -2
Hay diferentes maneras de encontrar el valor de un determinante. Primero se analizardn

técnicas especificas para manejar matrices (1 X 1), (2 X 2) y (3 X 3), y luego se seguird
con el procedimiento de cofactores mas general.
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Ejemplo 15

El determinante de una matriz de orden (1 X 1)

El determinante de una matriz de orden (1 X 1) simplemente es el valor del tnico elemen-
to contenido en la matriz. Si A = (5), A =5.SiM = (—10), A = —10.

El determinante de una matriz de orden (2 X 2)

Dada una matriz (2 X 2) que tiene la forma

A=ay; a9y — Ag1Q19 9.3)

El cédlculo implica una multiplicacién cruzada de los elementos en las dos diagonales, co-
mo se indica a continuacion:

a1 [&P)
A= \x [ x /
Q9o o
. (1 -2
Si A= (3 4 )
entonces A= (1H4) - 3)N(—-2)
=4+6=10 a

Ejercicio de practica )

Encuentre el determinante de A = (2 4). Respuesta: A = 0.

4 8

El determinante de una matriz de orden (3 X 3)

Dada la matriz (3 X 3)
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se puede encontrar el determinante mediante el siguiente proceso:

1. Agregue las dos primeras columnas de la matriz al lado derecho de la matriz ori-
ginal.

2. Localice los elementos en las tres diagonales primarias (P, P,, P3) y los de las tres
diagonales secundarias (S, S,, Ss).

3. Multiplique los elementos de cada diagonal primaria y de cada diagonal secun-
daria.

4. El determinante equivale a la suma de los productos de las tres diagonales prima-
rias menos la suma de los productos de las tres diagonales secundarias.

Algebraicamente, el determinante se calcula asi:

A = a1 G99 @33 + @15 893G31 T G13091 A3y — Q31 Q99 Q13
T Q32093017 — Q33Q91 Q19 9.4)

Ejemplo 16  Para encontrar el determinante de la matriz

3 2
A= _1 9 4
3 -2 1

se afladen las dos primeras columnas a la derecha de la matriz original (3 X 3):

Sy Sy Ss
2
P B B

Se identifican las tres diagonales principales y secundarias y el determinante se calcula asi:

A = [(3)(2)(1) + (AE) + (2)(—= D(=2)] — [(3N2)(2) + (—2)(4)(3)
+ (D(=1)(1)]
=6+12+4)-(12-24-1)=22-(-13)=35 H]



