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. PREFACIO

La teoria de juegos es el estudio de problemas de decisién multipersona-
les. Tales problemas se plantean frecuentemente en economia. Como es
bien sabido, por ejemplo, en situaciones de oligopolio se dan tipicamente
“ ' problemas de este tipo (cada empresa debe tener en cuenta lo que haran
i las demds). Pero muchas otras aplicaciones de teoria de juegos surgen
l en campos ajenos a la organizacién industrial. A nivel micro econémico,
\ muchos modelos de intercambio (como los de negociacion y de subasta)
\\ utilizan teorfa de juegos. A un nivel de agregacién intermedio, y en el
I
i

campo de la economia laboral o de la economia financiera se utiliza la
| teorfa de juegos en modelos de comportamiento de las empresas en los
\\ mercados de factores, o para dilucidar problemas de decisién multiperso-
!
|
\\
]

nales dentro de ellas: varios trabajadores compitiendo por un ascenso, va-
rios departamentos compitiendo por unos mismos recursos. Finalmente,
al nivel mds alto de agregacién, en el campo de la economia internacional,
{ se utiliza en modelos en los que los pafses compiten (o coluden) en sus
decisiones arancelarias y, en general, en una politica economica exterior;
\‘ 0 en macroeconomia, para analizar los resultados de la politica monetaria
|
|

cuando el gobierno y los agentes que determinan los salarios o los precios
' se comportan estratégicamente. '
\ ;

Este libro estd concebido para presentar la teoria de juegos a quienes
| maés tarde construirdn (o, al menos, consumiran) los modelos de la teoria
| de juegos en los dmbitos aplicados de la economia. Se han procurado
| resaltar en él las aplicaciones de la teorfa, tanto al menos como la propia

teoria, por tres razones. En primer lugar, porque las aplicaciones ayudan

a ensefiar la teorfa. En segundo lugar, porque las aplicaciones ilustran el

proceso de construccién de modelos; es decir, el proceso de traduccién

de la descripcién informal de una determinada situacién a un problema
| formal de teoria de juegos para ser analizado. En tercer lugar, porque

las diversas aplicaciones permiten comprobar que problemas similares
surgen en dreas diferentes del andlisis econémico, y que los mismos ins-
| trumentos de teoria de juegos pueden aplicarse en cada situacién. Para
|

T
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subrayar el amplio alcance potencial de los juegos los ejemplos habituales
de organizacion industrial han sido sustituidos en gran medida por apli-
caciones en el ambito de la economia laboral, de la macroeconomia y de
otros campos aplicados del andlisis econémico.!

Discutiremos cuatro tpos de juegos: juegos estaticos con informacion
completa, juegos dindamicos con informacion completa, juegos estaticos
con informacién incompleta y juegos dindmicos con informacién incom-
pleta. (Unjuego tiene informacion incompleta siun jugador no conoce las
ganancias de otro jugador, cOmMO OCUrTe en una subasta cuando uno delos
licitadores no sabe cuanto esta dispuesto a pagar otro licitador por el bien
subastado.) Correspondiendo a estas cuatro clases de juegos habra cuatro
nociones de equilibrio: equilibrio de Nash, equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos, equilibrio bayesiano de Nash y equilibrio bayesiano perfecto.

Existen dos maneras (relacionadas) de entender estos conceptos de
equilibrio. Primero, se pueden entender como sucesiones de conceptos
de equilibrio cada vez més poderosos, donde las definiciones méas podero-
sas (es decir, mas restrictivas) constituyen intentos de eliminar equilibrios
poco plausibles permitidos por nociones de equilibrio mas débiles. Ve-
remos, por ejemplo, que el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es
mas poderoso que el equilibrio de Nash, y que el equilibrio bayesiano
perfecto es a su vez méas poderoso que el equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos. Segundo, puede afirmarse que el concepto de equilibrio rele-
vante es siempre el equilibrio bayesiano perfecto (0 quizés un concepto
de solucién atin mas poderoso), aunque éste es equivalente al equilibrio
de Nash en juegos estaticos con informacién completa, equivalente a la
perfeccion en subjuegos en juegos dinamicos con informacion completa (y
perfecta) y equivalente al equilibrio bayesiano de Nash en juegos estaticos
con informacién incompleta.

Este libro puede utilizarse de dos formas. A los estudiantes de eco-
nomia de primer afto de doctorado, muchas de las aplicaciones les seran
ya familiares, por lo que la parte de teoria de juegos se puede cubrir en
medio semestre, dejando muchas de las aplicaciones para Ser estudiadas
fuera de clase. A los estudiantes de licenciatura, conviene presentarles
la teoria un poco mas despacio, y cubrir en clase virtualmente todas las
aplicaciones. El prerrequisito matematico fundamental es el cdlculo di-
ferencial en una variable; Jos rudimentos de probabilidad y andlisis se

introducen a medida que se necesitan.

1 Una buena fuente de aplicaciones de teoria de juegos en el &mbito de la organizacion
industrial es Teoria de la organizacion industrial, de Tirole (Ariel, 1990).
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1. JUEGOS ESTATICOS
CON INFORMACION COMPLETA

En este capitulo consideramos juegos simples de la siguiente forma: pri-
mero los jugadores forman decisiones simultdneamente; a continuacién
reciben sus ganancias, que dependen de la combinacién de acciones que
acaban de elegir. Dentro de la clase de estos juegos estéticos (o de decisién
simultdnea), restringimos nuestra atencién a los juegos con informacion
completa. Es decir, la funcién de ganancias de cada jugador (la funcién
que determina la ganancia de cada jugador a partir de la combinacién
de acciones elegidas por los jugadores) es conocida por los jugadores.
Estudiamos los juegos dindmicos (o de toma de decisiones sucesivas) en
los capitulos 2 y 4, y los juegos con informacién incompleta (juegos en
los cuales algtin jugador no est4 seguro de la funcién de ganancias de
otro jugador, como ocurre en una subasta en la cual lo que cada licitador
estd dispuesto a pagar por el bien subastado es desconocido por los otros
licitadores) en los capitulos 3 y 4.

En la seccién 1.1 entramos en las dos cuestiones basicas de la teoria de
juegos: cémo describir un juego y cémo resolver el problema de teoria
de juegos resultante. Con este fin describimos los instrumentos que uti-
lizaremos para analizar los juegos estéticos con informacién completa, y
sentaremos las bases de la teoria que utilizaremos para analizar juegos
mds ricos en capitulos posteriores. Definimos también la representacion en
forma normal de un juego y la nocién de estrategia estrictamente dominada.
Demostramos que algunos juegos pueden resolverse mediante la apli-
cacién de la idea de que los jugadores racionales no utilizan estrategias
estrictamente dominadas, pero también que en otros juegos este enfo-
que da lugar a predicciones muy imprecisas sobre el desarrollo del juego
(algunas veces tan imprecisa‘como la afirmacién de que “cualquier cosa
puede ocurrir”). Después, definimos el equilibrio de Nash, un concepto de
solucién que da pie a predicciones mucho mds precisas en una clase de
juegos muy amplia.
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En la secciéon 1.2, utilizando los instrumentos desarrollados en la
seccién previa, analizamos cuatro aplicaciones: el modelo de competencia
imperfecta de Cournot (1838), €l modelo de competencia imperfecta de
Bertrand (1883), el modelo de arbitraje de oferta final de Farber (1980)
y el problema de los ejidos (discutido por Hume [1739] y otros). En
cada aplicacion, en primer lugar traducimos la descripcién informal del
problema a una representacion en la forma normal del juego y después
hallamos su equilibrio de Nash. (Cada una de estas aplicaciones tiene un
tnico equilibrio de Nash, pero discutimos ejemplos en los cuales esto no
ocurre.)

En la seccién 1.3 volvemos a la teoria. En primer lugar definimos la
nocién de estrategia mixta, que interpretamos en términos de la falta de cer-
tezadeun jugador con respecto a lo que otro jugador hara. Seguidamente,
enunciamos y discutimos ¢l teorema de Nash (1950), el cual garantiza que
un equilibrio de Nash (que puede incluir estrategias mixtas) existe en una
amplia clase de juegos. Puesto que presentamos primero la teoria ba-
sica en la seccion 1.1, las aplicaciones en la secciéon 1.2y, finalmente, mas
teoria en la seccién 1.3, resulta evidente que el conocimiento de la teorfa
incluida en la seccién 1.3 no constituye un requisito para entender las

aplicaciones de la seccién 1.2. Por otra parte, la idea de estrategia mixtay
la existencia de equilibrio aparecen (ocasionalmente) en capitulos poste-
riores.

Cada capitulo concluye con ejercicios, sugerencias delectura adicional

y referencias.

1.1 Teoria basica: Juegos en forma normal y equilibrio de Nash

1.1.A Representacion de los juegos en forma normal

En la representacion de un juego en forma normal cada jugador elige de
forma simultdnea una estrategia, y la combinacion de las estrategias ele-
gidas por los jugadores determina la ganancia de cada jugador. Vamos
a ilustrar la representacién en forma normal con un ejemplo clésico, el
del dilema de los presos. Dos sospechosos son arrestados y acusados de
un delito. La policia no tiene evidencia suficiente para condenar a los
sospechosos, a menos que uno confiese. La policfa encierra a los sospe-
chosos en celdas separadas y les explicalas consecuencias derivadas delas
decisiones que formen. Si ninguno confiesa, ambos serdn condenados por
un delito menor'y sentenciados a un mes de carcel. Si ambos confiesan,

K
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seran sentenci ei 4 i
serdn sen¢ ciados a seis meses de cdrcel. Finalmente, si uno confiesa y el
o . c .
, el que confiesa serd puesto en libertad inmediatamente y el otro

serd sentenci isid
. .a’do a nueve meses en prision, seis por el delito y tres mé
por obstruccién a la justicia. g "

El problema d
matriz}; ool (Ce los presos puede representarse mediante la siguiente
mattiz bina af..1 omo matriz, una matriz binaria puede tener un niimero
o et
e filas y columnas; binaria se refiere al hecho de que en un

juego de dos jugadores hay dos nu .
los dos jugadores.) y dos niimeros en cada casilla, las ganancias de

Preso 2
Callarse Confesar
Callarse | —1, -
Preso 1 Y i
Confesar| 0,—9 —6,.6

El dilema de los presos

En . .
aryn (;ezge ]?ego, Iciada jugador cuenta con dos estrategias posibles: confe
nfesar. Las ganancias delosdosju ' :
adores cuando eli
concreto de estrategias a ]' L o e Ia mar
) parecen en la casilla corre di
triz binaria. Por convenci¢ i (ot el e
. cién, el pago al llamado jugador-fi i
triz Pinaria. ( ; jugador-fila (aqui el pre-
(aqlii > a rp;rslmze)rapganancm‘, seguida por la ganancia del jugador—colur}r)ma
et el r}:f reso 2). Por eso, si por ejemplo el preso 1 elige callar y el preso 2
© egs ° esar, el )preso 1 recibe una ganancia de —9 (que representa nueve
s en prision) y el preso 2 recibe un i
: ‘ a gana
inmediata puesta en libertad). ganancia de 0 {que representa 2
Ahora
4o oot Zbordarif)s el caso g.eneral. La representacion en forma normal
” que] disg especi1 ica: (1) los jugadores en el juego, (2) las estrategias
pone cada jugador y (3) la i j
€ dis} ganancia de cada jugad
combinacién posible de e i s con
strategias. A menudo discuti j
. ' utiremos jue
un ntimero n de jugadores, en lo j erados de
, s cuales los jugador |
et i jug es estdn numerados de
itrario es denominado jugador i
P ‘ jugador i. Sea S; el conjunto
que cuenta el jugador ¢ (llamad ]
o ' el ju, amado espacio de estrategias
escr)i,by sea s; un elemento arbitrario de este conjunto. (Ocasionalmeé;te
f ' ' 1
o :inr:i)s ;‘l € S; para indicar que la estrategia s; es un elemento
junto S;.) Sea (s1,. . .,s,) una combinacién de estrategias, una para
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cada jugador, y sea u; la funciénde ganancias del jugador i ui(s1, - - - Sn) €S
la ganancia del jugador i silos jugadores eligen las estrategias (s1, - - - ,Sn):
Compilando toda esta informacion tenemos:

Definicién. La representacion en forma normal de un juego con n jugadores
especifica los espacios de estrategias de los jugadores Sq,.. .Sy y sus funciones
de ganuncias Up, - e Denotamos este juego con G={S1,.. - Sni¥1,--- Al

Aunque hemos indicado que en un juego en forma normal los juga-
dores eligen sus estrategias de forma simultdnea, esto no significa que las
partes actilen necesariamente de forma simultéanea. Es suficiente que cada
parte elija la accién a seguir sin conocer las decisiones de los demas, como
serfa aqui el caso si los presos tomasen una decisién en momentos arbitra-
rios en sus celdas separadas. Ademés, aunque en este capitulo utilizamos
juegos en forma normal para representar solamente juegos estéticos en
los cuales los jugadores actdan todos sin conocer las decisiones de los
demas jugadores, veremos €n el capitulo 2 que las representaciones en
forma normal pueden darse en juegos con tomas de decision sucesivas,
pero también que una alternativa, la representacion et forma extensiva del
juego, es a menudo un marco de trabajo mas conveniente para analizar

los aspectos dindmicos de los juegos.
1.1.B Eliminacién iterativa de estrategias estrictamente dominadas

Después de describir un modo de representar un juego, ahora vamos a
esbozar una forma de resolver un problema de teorfa de juegos. Empe-
zamos con el dilema de los presos, porque es facil de resolver utilizando
Gnicamente la idea de que un jugador racional no utilizard una estrategia
estrictamente dominada. ‘

En el dilema de los presos, si un sospechoso va a confesar, serfa mejor
para el otro confesar y con elloira la carcel seis meses, en lugar de callarse
y pasar nueve meses €n prision. Del mismo modo, si un sospechoso va a
callarse, para el otro serfa mejor confesar y con ello ser puesto en libertad
inmediatamente en lugar de callarse y permanecer en prisién durante
un mes. Asi, para el preso i, la estrategia de callarse estd dominada
por la de confesar: para cada estrategia que el preso J puede elegir, la
ganancia del prisionero % es menor si se calla que si confiesa. (Lo mismo
ocurrirfa en cualquier matriz binaria en la cual las ganancias 0, -1, -6
y —9 fueran reemplazadas por las ganancias T ,R,P e I respectivamente,

Teoria bdsica: Juegos en formal normal y equilibrio de Nash / 5

siempre que '
tenta};énqr T>R>P >. I, para plasmar las ideas de ganancias de
, recompensa, penalizacion e ingenuidad. De forma mds general:

De/flmqon. En el juego en forma normal G = {Sy,...,5,; w1 Un}, sean s;

{a s ;tJos;ble.s esltrategzas del jugador i (por ejemplo, s, y s/ son elem/e;to,s de S S)i

estrategia s; estd estrictamente domi 7 la est i
rate; inada por la estrategia s si

combinacion posible de las est ] N

rategias de los restantes j ]
e . jugadores la gananci )
por utilizar s; es estrictamente menor que la ganancia de i por utilliur sy e

uis1,...,%; 8
(81, /8im1,84,8ix1, - - - 5n) < uils,...,8-1;8" 8001, ,80)  (DE)
‘ S e S

pﬂ’acada (S|,.. 84 p p -
. g - /S’L+ e ,Sn) que pue € ser ¢
7 2 ~etls ~n

Losi . s
s j éutgadores r.ac1(')nales no utilizan estrategias estrictamente domina-
SOb,r eplassec;t(;lute b.a]o ninguna conjetura que un jugador pudiera formarse
ategias que elegirdn los demds j 4
. jugadores serfa 6ptimo utili-
> que: . o utili
“ ,:gtiilfes esftrateglas. Asi, en el dilema de los presos, un jugadIZ)r racional
4 confesar, por lo que (confesar, co fe
. , , confesar) serd el resultado al
gan dos jugadores racionales, in S
, incluso cuando (confesar fi
unas ganancias peores para ambos j o, Come
: 0s jugadores que (call 1
el dilema de los i ilti Y e oiuen In o
presos tiene multiples aplicaciones ( i
rrera de armamentos e e o bions
¢ y el problema del polizén en la isi6 i
publicos) trataremos variantes del j 4 Por ahorn
el juego en los capitul
pet 1 S Ve  del pitulos 2 y 4. Por ahora
nos ;e;ﬁe;zmos matls bien en si la idea de que jugadores racionales no uti
gias estrictamente domina i :
Geotios o das puede conducir a la solucién
Consideremos el j
juego abstracto de la fi 1.1.1.2 Bl i
. . : : gura 1.1.1.” El jugador 1 ti
) ostestrgteglas y el jugador 2 tiene 3: Sy = {alta, baja} y SJZ -g- {izquierezir;e
entro, i i I ) /
erecha}. Para el jugador 1, ni alta ni baja estdn estrictamente

1 <z
Una cuestién Compleme i i i q eel
\ ntaria tamblen tiene i i i
. ! : interés: si no j
i existe una conjetura qu
|ugad01 ? Pued‘ a.i()lmarse sobre las eStTateglaS delos demés 'ugadores, que haga ;pti]ll() elegil
g 17 ¢ podemos concluir que debe existir ot i i
Ia. e. strategia s i - ' ra estrategla que domine estrictamente a
8 L,a IespueSta eS. afirmativ a, Slempre que adoptemos definiciones adecuadas de “conjetura
y de otra estrategla ’ términos que inC]uyen la id. d .
' . ea de eStrateglaS mixtas que introduciremos
L m: X rt t (o) O
a ayO pa e de es i i
e libro consid i i Smi
! ) era ap'hcacmnes econdmicas mads que ejempl S
abStIaCtOS, tanto pOIqu.e la.S aphcac10nes son de interés por si mismas como porque PaIa
s laS apllcaCIOnes son a menudo un mOdO til de explicar la teoria suby ’ t
IIluChos leCtOI €8, acente.

Sin emba ;
rgo, cuando introdu. ;
zcamos algunas id - ‘o
abs s . » eas tedricas bdsicas, r i ;
tractos sin una interpretacién econémica directa , recurriremos a ejemplos
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que cero).

Jugador 2

Izquierda Centro Derecha

Figura 1.1.1

Sin embargo, para el jugador 2, derecha esta estrlctag;ent;igr:;neaii
por centro (porque 2 es mayor que 1y 1 es/m.?yor.qued , }; el
j .onal 2 no elegird derecha. Asi, s1 el juga or e &
]'ugador oo cional, puede eliminar derecha del espacio de estra ‘egl :
]uga'dori eSZra Esto és’ si el jugador 1 sabe que el jugadf)r 2 es‘rac:lona i
c;)‘ieglf ior(ifpo‘rtarse en, el juego de la figura 1.1.1 como si estuviera en €

juego de la figura 1.1.2.
Jugador 2

Izquierda Centro

Jugador 1

Figura 1.1.2

En la figura 1.1.2, baja estd ahora estricta@ente dOT-madgole 521;2

1 jugador 1, asi que si el jugador 1 es rac1on‘a1 (y el juga s
el gdor 2 e,s racional, por lo que s& aplica el juego de la figura L1. ;
S ]l'lg'aba'a Por eso, si el jugador 2 sabe que el jugador 1es rac1f)na i
v el'eglril r]2'sabe que el jugador 1 sabe que el jugador 2 es rac10na2
Y e el jugador 2 sabe que s€ aplica la figura 1.1.2), el jugador ,
e e Cll'ue' aI]’ bga'a del espacio de estrategias del jugador 1, qu?dando e
Puede . 1rr(l)l?ndicalla figura 1.1.3. Pero ahora, izquierda estd estrlc:tarnente1
](lil(fr%\(;;:crlr; por centro para el jugador 2, quedando (alta, centro) como e

resultado del juego.
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Jugador 2

Izquierda Centro

Jugador1 Alta 1,0 1,2

Figura 1.1.3

Este proceso se denomina eliminacion iterativa de las estrategias estric-
tamente dominadas. Aunque estd basado en la atractiva idea de que los
jugadores racionales no utilizan estrategias estrictamente dominadas, el
proceso presenta dos inconvenientes. En primer lugar, cada paso requiere
un supuesto adicional sobre lo que los jugadores saben acerca de la ra-
cionalidad del otro. Si queremos ser capaces de aplicar el proceso para
un niimero arbitrario de pasos, necesitamos suponer que es informacion
del dominio puiblico que los jugadores son racionales. Esto es, necesitamos
suponer no sélo que todos los jugadores son racionales, sino también que
todos los jugadores saben que todos los jugadores son racionales, y que

todos los jugadores saben que todos los jugadores saben que todos los
jugadores son racionales, y asi ad infinitum (véase la definicién formal de
informacién del dominio publico en Aumann [1976]).

La segunda desventaja de la eliminacién iterativa de estrategias estric-
tamente dominadas es que el proceso conduce a menudo a una prediccién
imprecisa sobre el desarrollo del juego. Por ejemplo, consideremos el
juego de la figura 1.1.4. En este juego no hay estrategias estrictamente do-
minadas para ser eliminadas. (Puesto que no hemos fundamentado este
juego en absoluto, al lector puede parecerle arbitrario o incluso patolégico.
Para una aplicacién econémica en el mismo sentido, véase el caso de tres
0 mds empresas en el modelo de Cournot incluido en la seccién 1.2.A.)
Puesto que todas las estrategias en el juego sobreviven a la eliminacién

iterativa de las estrategias estrictamente dominadas, el proceso no permite
ninguna prediccién sobre el desarrollo del juego.

I ¢ D
A10414,0(53
M |4,0(0,4|53
B |35(35|6,6

Figura 1.1.4
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ilibri to de so-
A continuacién abordamos el equilibrio de Nash, un concep

icci A i na clase de
lucién que da lugar a predicciones mucho mds precisas enu te
A tramos que el equilibrio de Nash es un co

j i emos
uegos muy amplia. D | equilibrio \ i con
]cepgto de sc})lluci(’)n mas poderoso que la eliminaci6n iterativa de la

i ias de los
tegias estrictamente dominadas, en el sentido de que las esti'atelg e o
ilibri i reviven a la elim
j brio de Nash siempre sob
ugadores en un equili ' : e
]ite;grativa de las estrategias estrictamente dominadas, cosa qu 0 oeune
L o
a la inversa. En los capitulos siguientes argumentarzmqs que;:1 m]a : agdo
. ilibri redicciones de
4s ricos, i ilibrio de Nash dalugarap .
mas ricos, incluso el equ ci asace
j lo que definiremos n
i i desarrollo del juego, por
imprecisas sobre el ; nos n
de equilibrio atin mas poderosas, mas adecuadas para estos

1.1.C Fundamentacién y definicién del equilibrio de Nash
fundamentar la definicion del equilibrio de Nash es el
. o un
argumento de que si la teoria de juegos ofrece una sc).111.1kc,1fm ;ml\(lzzs; "
i lucién debe ser un equilibrio de
determinado problema, esta sO : \ Ho de N ien
igui ido: mos que la teoria de juegos
el siguiente sentido: Suponga o C . finiea
i i adores. Para qu
iccid las estrategias elegidas por 10S jug :
P aea < i da jugador esté dispuesto a
iccid cta es necesario que cada jug ; :
e e estentogia I {a. Por ello, la estrategia predi-
i i icha por la teoria. Tor ello,
elegir la estrategia predic . o O o I
j la mejor respuesta de cada jug
cha de cada jugador debe ser : S e
i i los otros jugadores. Ta} predic pued
estrategias predichas de : B dor
i 6qi ble o self-enforcing, puesto que ningu
minarse estratégicamente esta ' ‘ ) e
va a querer desviarse de la estrategia predicha para él. Llamaremos

predicci6n equilibrio de Nash:

Una manera de

dores, G = {S1,---Sn; U1,
brio de Nash si, para cada
1 menos una de ellas) a las

SR

Definicién. En el juego en forma normal de n juga'

.. un}, las estrategiassy, - - - 5n) form.an un eqmlz
jugador i, s} es 1a mejor respuesta del ]ugfdor i io a !
estrategias de los otros n — 1 jugadores, (s3, - - - /Si_1/5i17-

u\S S S;,8 S S N)
’i( 177 =17 f/ 417 n) Z U"L( 1/~'-131_]/ 1r94+17 °n

} ; ¥ ién de
para cada posible estrategia s; en Si; esto es, s; €5 und soluc

* * * .
max u;(8], . .- /8i_1/518ix17 - .50
8;€5;
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Para relacionar esta definicién con su fundamentacién anterior, su-
pongamos que la teoria de juegos ofrece las estrategias (s/,...,s},) como
la solucién al juego en forma normal G = {Sy,...,S,;uy,...,un}. Decir
que (s}, ...,s;,) no constituyen un equilibrio de Nash de G es equivalente
a decir que existe algtin jugador : tal que s} no es la mejor respuesta a
(83, .-+ /85 1,851, - - -,5,). Esto es, existe alguna s/ en S; tal que

/ ’ ) ’ / ' "o /
Ui(sll s 8155854100 - - /Sn) < 'U/i(sll e sS85 155 S - - ,Sn),

Asi, si la teoria ofrece las estrategias (s}, . . . ,s/,) como la solucién pero estas
estrategias no constituyen un equilibrio de Nash, al menos un jugador
tendrd un incentivo para desviarse de la prediccion de la teoria, con lo
que la teoria quedard desmentida por el desarrollo concreto del juego.
Otra fundamentacién muy parecida del equilibrio de Nash incorpora la
idea de convenio: si surge un acuerdo sobre c6mo comportarse en un
determinado juego, las estrategias fijadas por el convenio deben formar
un equilibrio de Nash; si no, habrd al menos un jugador que no se regira
por el convenio.

Para concretar, vamos a resolver unos cuantos ejemplos. Considere-
mos los tres juegos en forma normal ya descritos: el dilema de los présos
y los de las figuras 1.1.1. y 1.1.4. Una forma torpe de hallar los equili-
brios de Nash en un juego consiste simplemente en comprobar si cada
combinacién posible de estrategias satisface la condicién (EN) en la defi-
nicién.? En un juego de dos jugadores, esta forma de hallar los equilibrios
comienza del modo siguiente: para cada jugador y para cada estrategia
posible con la que cuenta cada jugador se determina la mejor respuesta
del otro jugador a esa estrategia. En la figura 1.1.5 se representa esto en
el caso del juego definido en 1.1.4, subrayando la ganancia de la mejor
respuesta del jugador j a cada una de las posibles estrategias del jugador
i. Si el jugador columna fuera a jugar I, por ejemplo, la mejor respuesta
del jugador fila serfa M, puesto que 4 es mayor que 3 y que 0; por ello,

la ganancia que 4 le proporciona al jugador fila en la casilla (M,]) de la
matriz binaria estd subrayada.

3 En la secci6én 1.3.A vamos a distinguir entre estrategias puras y mixtas. Después vamos
a ver que la definicién dada aqui describe equilibrios de Nash en estrategias puras, pero
que también puede haber equilibrios de Nash en estrategias mixtas. A menos que se sefiale
explicitamente de otro modo, todas las referencias a los equilibrios de Nash en esta seccién se
refieren a equilibrios de Nash en estrategias puras.
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Un par de estrategias satisface la condicién (EN) si la estrategia de
b tro, es decir, si ambas ganan-

j es la mejor respuesta a la del o as ganal
zia;isae];ltgid::brayadas] en lapcasilla correspor\dientet dela matrlz bm‘ainlac;
Por ello (B,D) es el unico par de estrategias que satisface (EN). (olimien_
ocurre para (confesar, confesar) en el dilema c?e los presos y para a i;ai,b o
tro) en la figura 1.1.1. Estos pares de estrategias son los 1inicos equ

de Nash de estos juegos.*

I ¢ D
0,414,0153
40104153
B|35(35|66

=

<

Figura 1.1.5

A continuacién tratamos la relacion entre el equilibri(? de Nash y la
gias estrictamente dominadas. Recor-

i ilibri h en el dilema de los presos
las estrategias de equilibrio de Nas .
e b : centro) respectivamente—

yenlafigural.l.l —(confesar, confesar) y (alta, entro) resp mente—
son las tmicas estrategias que sobreviven a la eliminacion 1terat1va; de fas
estrategias estrictamente dominadas. Est? result;ado puede genera (;z eli;
si la eliminacién iterativa de las estrategias estrlctamente* dominadas ;
mina todas las estrategias menos las estrategias. (s7,-- .,s,}), esti\s e?trg' ;
gias constituyen el tinico equilibrio de Nash de% juego. (Véasee ilpen e1 e
para una demostracion de esta afirmaci6én.) Sin embargo,. puesto quf i
climinacién iterativa de las estrategias estrictamente dc')mmadas co,n‘ Te
cuencia no elimina mas que una combinacién de estrategias, es del maxxfr,\o
interés el hecho de que el equilibrio de Nash sea un conc.epto dg soluc1otr;
més poderoso que la eliminacién iterativa de las ?stra:eglas fstrlct:stl'rtr:nen
dominadas en el siguiente sentido: silas esttjateg'x:a\s .sl, .. ..,sn COIIS i }trra_
un equilibrio de Nash, sobreviven a la eliminacion iterativa de las es

i é éndi ion
tegias estrictamente dominadas (véase apéndice para una demostrac )

pero pueden existir estrategias que sobrevivana la eliminacién iterativa de

estrategias estrictamente dominadas pero que no formen parte de ningun

eliminacién iterativa de las estrate

a incluso si no limitamos nuestra atencién al equilibrio de Nash

4 i ion es correct : ‘
o ias ot en equilibrios de Nash en estrategias

en estrategias puras, puesto que en estos juegos no exist
mixtas. Véase el ejercicio 1.10.
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equilibrio de Nash. Para ver esto tiltimo recordemos que en la figura 1.1.4,
el equilibrio de Nash ofrece una tnica prediccién (B,D), mientras que la
eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente dominadas ofrece
una prediccién con el mayor grado de imprecision posible: no se elimina
ninguna estrategia; puede ocurrir cualquier cosa.

Tras demostrar que el equilibrio de Nash es un concepto de solucién
mas poderoso que la eliminacién iterativa de las estrategias estrictamente
dominadas tenemos que preguntarnos si el equilibrio de Nash no es un
concepto de solucién demasiado poderoso. Esto es ;podemos estar se-
guros de que el equilibrio de Nash existe? Nash (1950) demostré que en
cualquier juego finito (por ejemplo, un juego en el cual el niimero n de
jugadores y los conjuntos de estrategias 5y, . . . ,S,, son todos finitos) existe
al menos un equilibrio de Nash. (Este equilibrio puede incluir estrategias
mixtas, que discutiremos en la seccién 1.3.A. Para un enunciado preciso
del teorema de Nash véase la seccién 1.3.B.) Cournot (1838) propuso la
misma nocién de equilibrio en el contexto de un modelo particular de
duopolio y demostré (por construccién) que existe un equilibrio en este
modelo; véase la seccién 1.2.A. En cada aplicacién analizada en este libro,
seguiremos el ejemplo de Cournot: demostraremos que existe un equi-
librio de Nash (0 mds poderoso) mediante la construccién de uno. En
algunas secciones tedricas, no obstante, utilizaremos el teorema de Nash
(o su andlogo para conceptos de equilibrio mas poderosos) y simplemente
diremos que existe un equilibrio.

Concluimos esta seccién con otro ejemplo clésico, la batalla de los sexos.
Este ejemplo muestra que un juego puede tener miiltiples equilibrios de
Nash, y también serd ttil en las discusiones sobre estrategias mixtas de las
secciones 1.3.B y 3.2.A. En la exposicién tradicional del juego (que, quede
claro, data de los afios cincuenta), un hombre y una mujer estén tratando
de decidir qué hardn esta noche; nosotros analizamos una versién del

juego que no tiene en cuenta el sexo de los participantes.®> En lugares
de trabajo separados, Pat y Chris deben elegir entre ir a la 6pera o a un
combate de boxeo. Ambos(as) jugadores(as) preferirian pasar la noche
juntos(as), pero Pat preferirfa estar juntos(as) en el boxeo, mientras que
Chris preferiria estar juntos(as) en la 6pera, tal como representamos en la
matriz binaria que sigue:

5 En inglés, los diminutivos Pat y Chris pueden referirse tanto a nombres masculinos
(Patrick y Christopher) como femeninos (Patricia y Christina). (N. de los T.)
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2. JUEGOS DINAMICOS
CON INFORMACION COMPLETA

En este capitulo presentamos los juegos dindmicos. De nuevo, limita-
mos nuestra atencion a los juegos con informacién completa (es decir,
juegos en los que las funciones de ganancias de los jugadores son infor-
macién del dominio publico); véase una introduccién a los juegos con
informacién incompleta en el capitulo 3. En la seccién 2.1 analizamos
los juegos dindmicos no s6lo con informacién completa, sino también con
informacidn perfecta, lo que significa que en cada momento del juego, el
jugador a quien le corresponde decidir conoce la historia completa de
todas las decisiones tomadas hasta ese momento. En las secciones 22a
2.4, consideramos los juegos con informacién completa pero imperfecta:
en algtin momento del juego el jugador a quien le corresponde decidir no
conoce toda la historia del juego.

El tema central en todo juego dindmico es el de la credibilidad. Como
ejemplo de una amenaza que no resulta creible, consideremos el siguiente
juego de dos tiradas. Primero, el jugador 1 escoge entre dar 1.000 pesetas
al jugador 2 o no darle nada. En segundo lugar, el jugador 2 observa la
decisién del jugador 1 y decide si hacer estallar o no una granada que
los matard a los dos. Supongamos que el jugador 2 amenaza con hacer
estallar la granada a no ser que el jugador 1 le page las 1.000 pesetas. Si
el jugador 1 cree que puede cumplirse la amenaza, su mejor respuesta es
la de pagar las 1.000 pesetas. Pero el jugador 1 no deberia creerse una
amenaza semejante: si al jugador 2 se le diera la oportunidad de ejecutar
dicha amenaza, escogeria no hacerlo. Por tanto, el jugador 1 no deberia
pagar nada al jugador 2.!

En la seccién 2.1 analizamos los siguientes casos de juegos dindmicos
con informacién completa y perfecta: el jugador 1 decide primero, acto
seguido el jugador 2 observa la decisién del jugador 1y finalmente el juga-

L jugador 1 podrifa preguntarse si un oponente que amenaza con hacer explotar una
granada estd loco. Este tipo de dudas se modelan como informacién incompleta, porque el
jugador 1 no estd seguro de la funcién de ganancias del jugador 2 (véase capitulo 3).
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dor 2 toma su decisién con lo que concluye el juego. Eljuego dela granada
pertenece a esta clase, como el modelo de duopolio de Stackelberg (1934) y
el modelo de Leontief, (1946) de determinacién de salarios y nivel de em-
pleo en una empresa con fuerte implantacién de un sindicato. Definimos
el resultado por induccién hacia atrds y consideramos brevemente su relacién
con el equilibrio de Nash (posponiendo la discusion de esta relacién hasta
la seccién 2.4). Resolvemos los modelos de Stackelberg y Leontief, uti-
lizando este criterio. Derivamos también un resultado anédlogo para el
modelo de negociacién de Rubinstein (1982), aun cuando ese juego tiene
una sucesién potencialmente infinita de tiradas y, por tanto, no pertenece
a la clase de juegos considerada.

En la seccién 2.2 ampliamos la clase de juegos analizada en la seccion
anterior: primero ambos jugadores 1y 2 deciden simultineamente, acto
seguido los jugadores 3 y 4 observan las decisiones de 1y 2y finalmente,
los jugadores 3 y 4 deciden simultdneamente con lo que concluye el juego.
Como ya se explicara en la seccién 2.4, la simultaneidad de las decisiones
significa en este contexto que estos juegos son de informacién imperfecta.
Definimos el resultado perfecto en subjuegos de tales juegos, que es la ex-
tensi6n natural de la induccién hacia atrds. Resolvemos los modelos de
Diamond y Dybvig (1983) de pénico bancario, un modelo de aranceles y
de competencia internacional imperfecta y el modelo de los torneos de
Lazear y Rosen (1981), utilizando este criterio.

En la seccién 2.3 estudiamos los juegos repetidos, en los cuales un
grupo determinado de participantes juegan repetidamente un determi-
nado juego, habiendo observado los resultados de las anteriores rondas
del juego antes de iniciar la siguiente. El tema del andlisis es que las ame-
nazas y las promesas (crefbles) sobre el comportamiento futuro pueden
afectar el comportamiento presente. Definimos el equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos para juegos repetidos y lo relacionamos con los resultados de
la induccién hacia atrés y de la perfeccién en subjuegos definidos en las
secciones 2.1 y 2.2. Enunciamos y demostramos el teorema de tradicion
oral para juegos repetidos infinitamente y analizamos el modelo de Fried-
man (1971) de colusién entre duopolistas de Cournot, el de Shapiro y
Stiglitz (1984) de salarios de eficiencia y el de politica monetaria de Barro
y Gordon (1983).

En la seccién 2.4 presentamos las herramientas necesarias para anali-
zar en general un juego dindmico con informacién completa, ya sea con
informacién perfecta o imperfecta. Definimos la representacién de un
juego en forma extensiva y la relacionamos con la representacién en forma
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normal presentada en el capitulo 1. Definimos también el equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos para juegos en general. La cuestién principal
(tanto de esta seccién como del capitulo en su conjunto) es que un juego
dindmico con informacién completa puede tener muchos equilibrios de
Nash, pero algunos de ellos pueden incluir amenazas o promesas que no
son crefbles. Los equilibrios de Nash perfectos en s{lbjuegos son aquellos
que pasan la prueba de credibilidad.

2.1 Juegos dinamicos con informacién completa y perfecta

2.1.A Teoria: induccion hacia atras

El jufego de la granada es un representante de la siguiente clase de juegos
sencillos con informacién completa y perfecta:

1. El jugador 1 escoge una accién a; del conjunto factible A;.
2. il jugador 2 observa a; y escoge una accién a, del conjunto factible
Y

3. Las ganancias son u1(a1,a2) y u2(ay,a).

Muchos problemas econémicos se ajustan a esta descripcién.? Dos ejem-
plos (que mds adelante discutiremos con mayor detalle) son el modelo de
duopolio de Stackelberg y el modelo de Leontief, de salarios y nivel de
empleo en una empresa con fuerte implantacién de un sindicato. Otros
problemas econémicos pueden modelarse si permitimos una sucesién de
movimientos méds amplia, ya sea afadiendo mds jugadores o permitiendo
que los jugadores tiren mas de una vez. (El modelo de negociacién de Ru-
binstein discutido en la seccién 2.1.D es un ejemplo de este tltimo caso.)
Las caracteristicas clave de un juego dindmico con informacién completa
y perfecta son que (1) las decisones se toman de manera sucesiva, (2)
todas las decisiones anteriores son conocidas antes de tomar la deci;i(’)n

2. Se podria permitir que el conjunto factible del jugador 2, A,, dependiera de la accién
del ]lrl’gador 1, a;. Tal dependencia podria denotarse con Ay(ay) o podria incorporarse en la
funcién de ganancias del jugador 2 estableciendo que uy(aj,az) = —oo para valores de a
que no son factibles dado a;. Algunos movimientos del jugador 1 podrian incluso poner ﬁr21
al juego sin dar la oportunidad de mover al jugador 2; para tales valores de a;, el conjunto

de acciones factibles Ax( i (ni
2(a1) contiene un tinico elemento, de forma que el jugad. i
eleccion posible. ¥ Jgadorno fiene
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siguiente y (3) las ganancias de los jugadores para .cada'combinacién po-
sible de jugadas son informacién del dominio publico. .

Resolvemos un juego por induccién hacia atrds de la siguiente ff)rma:
cuando al jugador 2 le corresponda decidir en la segunda e?apa del juego,
se enfrentara al siguiente problema, dada la acci6n a; previamente adop-
tada por el jugador 1:

max up(ay,an).
as€Ay

Supongamos que para cada a; en Aj, el problema de optimizacién/del
jugador 2 tiene una tinica solucién que podemos dgnotar con Ry(aq). Esta
es la reaccion (o mejor respuesta) a la accién del ]ugacf}or 1. I?ado que
el jugador 1 puede resolver el problema de maximizacién del ]ug.:;i,dor 2
tanto como el propio jugador 2, el jugador 1 deberia prever la reaccién del
jugador 2 a cada accién a; que 1 pudiera tomar, de forma que el problema
de 1 en la primera etapa se concreta en

max u; (a1,R2(a1)) -
a1€A

Supongamos que este problema de optimizacion del jugador 1 tiene
también una solucién tnica que podemos denominar aj. Llamaremos
a (a},Ra(a})) el resultado por induccion hacia atrds de este juego. El .resultado
por induccién hacia atrés ignora las amenazas no Crel’ble%s: el ]}{gador 1
prevé que el jugador 2 responderd 6ptimamente a cualquier accién que 1
pueda escoger jugando Ry(a;); el jugador 1 ignora las amenazas por parte
del jugador 2 que no favorezcan a 2 cuando el juego llegue a su segunda
etapa. 3
Recordemos que en el capitulo 1 usamos la representacién en forma
normal para estudiar juegos estaticos con informacion completa y nos
concentramos en la nocién del equilibrio de Nash como concepto para so-
lucionar tales juegos. Sin embargo, en la discusion sobre juegos dinémiFf)s
de esta seccién no hemos hecho mencién alguna ni de la representacion
en forma normal ni del equilibrio de Nash. Al contrario, hemos dado una
descripcion verbal de un juego en (1)-(3) y hemos definido el fe’sultado
por induccién hacia atrds como solucién del juego. En la s.efcaon 24.A
veremos que la descripcién verbal en (1)-(3) es la representaa'on en forma
extensiva del juego. En esta seccién estableceremos la relacién en'tre las
representaciones en forma extensiva y normal, y veremos que para juegos
dindmicos la representacion en forma extensiva es a menudo mds con-
veniente. En la seccién 2.4.B definiremos el equilibrio perfecto de Nash
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en subjuegos: un equilibrio de Nash es perfecto en subjuegos si ignora
las amenazas que no son creibles en un sentido que definiremos con més
precision. Veremos que pueden existir miltiples equilibrios de Nash en
un juego de la clase definida por (1)-(3), pero que el tinico equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos es el equilibrio asociado con el resultado ob-
tenido por induccién hacia atras. Este es un ejemplo de la observacion,
hecha en la seccién 1.1.C, de que algunos juegos tienen multiples equili-
brios de Nash pero tienen un equilibrio que destaca como la solucién mas
llamativa del juego.

Concluimos esta seccién explorando los supuestos de racionalidad
inherentes en los argumentos de induccién hacia atrds. Consideremos

para ello el siguiente juego de tres etapas en el que el jugador 1 decide dos
veces:

1. Eljugador 1 escoge I o D donde [ finaliza el juego con ganancias de 2
para el jugador 1y 0 para el jugador 2.

2. Eljugador 2 observa la eleccién de 1. Si 1 escoge D entonces 2 escoge
I" 0o D', donde I finaliza el juego con ganancias de 1 para ambos
jugadores.

3. Eljugador 1 observa la eleccion de 2 (y recuerda su propia decisién en
la primera etapa). Si las decisiones anteriores fueron D y D’ entonces
1 escoge I” o D" finalizando ambas el juego, /” con ganancias de 3

para el jugador 1y 0 para el jugador 2 y D" con ganancias de 0 y 2
respectivamente.

Esta descripcion verbal puede traducirse al siguiente juego en forma de
drbol. (Esta es la representacién en forma extensiva que definiremos de
forma mds general en la seccién 2.4.) La ganancia superior en el par
de ganancias que aparecen en el extremo de cada rama del 4rbol es la
ganancia del jugador 1; la inferior es la del jugador 2.

Para calcular el resultado por induccién hacia atrds de este juego
empezamos por la tercera etapa (es decir, la segunda decisién del jugador
1). Aqui el jugador 1 se enfrenta a una eleccién entre una ganancia de 3
por medio de /" o una ganancia de 0 a través de D", de forma que I” es
6ptimo. Por tanto, en la segunda etapa, el jugador 2 prevé que si el juego
llega a su tercera etapa el jugador 1 escogera 1, lo que le proporcionaria
una ganancia de 0. Por tanto, en la segunda etapa la decisién del jugador 2
es entre una ganancia de 1 por medio de I’ 0 una ganancia de 0 a través de
D', de forma que I’ es 6ptimo. Consecuentemente, en la primera etapa el
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jugador 1 prevé quesi el juego llegaala .segunda etapa el.j’ugeclldlo? 2 elsg;r:;x
I’, lo que le proporcionara una ganancia del. La Fal:ecaon e ]u:;;'a o
en la primera etapa es, por tanto, entre una ganancia c’le 2 por medio

o una ganancia de 1 a través de D, de forma que I es optimo.

Este argumento establece que el resultado por induccién.hacia ei;rjrsl
es que el jugador 1 escoge I en la primera etapa y se acaba‘el juego. X
cuando el uso de la induccién hacia atras establece que el juego selaca a
en la primera etapa, una parte importante dell argumento tratzil delo q(lilz
ocurrirfa si el juego no se acabase en esta prlrrflera etépa.. En ansegu;l 2
etapa, por ejemplo, cuando el jugador 2 Preve que si el ]uelgo e%iiaonal
tercera etapa el jugador 1 elegird I", 2 estd suponiendo que 1 es ra2 tiene.
Este supuesto puede parecer inconsistente con el ’hech.o de q(lile Jene
la oportunidad de decidir en la segunda etapa sollo si 1 se desvia
resultado obtenido por induccién hacia atrds. Es decir, puede parscertque
si 1juega D en la primera etapa, 2 no puejde .suponer enla segun a etap:
que 1 sea racional, pero esto no es asi: sil juega I?, en’ la'prlmer? e Zps
est4 claro que no puede ser informacion del dominio publico que 0s (;)
jugadores sean racionales, pero existen razones para q;le 1 esco.g];f:lr‘f\i o
que no contradicen el supuesto de2 de que 1 es rac10f1a1. Una posibi ida 1
es que sea informacién del dominio publico que el jugador 1 es raciona

3 Recordemos de la discusién sobre la eliminacién iterativa de las estrategias clestr}ctan(;entz
i6 inio puabli ore
i i6 informacién del dominio publico que los juga
dominadas (en la seccién 1.1.B), que es inl : . . adores
i i j jonales, y si todos los jugadores saben qu

son racionales si todos los jugadores son racionales, . o0
los jugadores son racionales y si todos los jugadores saben que todos los jugadores saben q
todos los jugadores son racionales, etc, ad infinitum.

Juegos dindmicos con informacidn completa y perfecta / 59

pero no que el jugador 2 lo sea: si 1 piensa que 2 podria no ser racional,

1 podria escoger D en la primera etapa confiando en que 2 eligiera D’ en

la segunda, dando con ello la oportunidad a 1 de jugar I en la tercera

etapa. Otra posibilidad es que sea informacién del dominio publico que el

jugador 2 es racional pero no que el jugador 1 sea racional: si 1 es racional

pero piensa que 2 cree que 1 podria no ser racional, 1 podria escoger D en

la primera etapa confiando en que 2 pensara que 1 no es racional y, por

tanto, jugara D’ con la esperanza de que 1 jugara D” en la tercera etapa. El
so de la inducci6n hacia atréds presupone que la eleccién de D por parte

de 1 pueda explicarse siguiendo este razonamiento. Para algunos juegos,
sin embargo, podria ser mé&s razonable stponer que 1 jugé D porque 1
es, efectivamente, irracional. En tales juegos, el uso de la induccién hacia
atras pierde mucho de su atractivo como prediccién del juego, tal como
le pasa al equilibrio de Nash en juegos en los que la teoria de juegos no

proporciona una solucién tinica y no cabe esperar acuerdo alguno entre
los jugadores. :

2.1.B El modelo de duopolio de Stackelberg

Stackelberg (1934) propuso un modelo dindmico de duopolio en el cual.
una empresa dominante (o lider) decide primero y una empresa subordi-
nada (o seguidora) decide en segundo lugar. En algunos momentos de
la historia de la industria automovilistica estadounidense, por ejemplo,
General Motors parece haber jugado este papel de lider. Es inmediato am-
pliar esta descripcién al caso en que haya mds de una empresa seguidora,
como Ford, Chrysler y otras. Siguiendo a Stackelberg, desarrollaremos el
modelo bajo el supuesto de que las empresas escogen cantidades, como en
el modelo de Cournot (donde las empresas deciden simultdneamente en
vez de sucesivamente como aqui). Dejamos como ejercicio el desarrollo
de un modelo de tomas de decisiones sucesivas en el que las empresas
escogen los precios tal como lo hacen (simultdneamente) en el modelo de
Bertrand.

El desarrollo temporal del juego es el siguiente: (1) La empresa 1
escoge una cantidad ¢; > 0; (2) la empresa 2 observa ¢; y escoge entonces

una cantidad gz > 0; (3) las ganancias de la empresa i vienen dadas por la
funcién de beneficio

7i(q:,9;) = :[P(Q) - cl,

donde P(Q) = a — Q es el precio de equilibrio de mercado cuando la
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Recordemos que en el equilibrio de.Nash del juego de Cournot del
capitulo 1, cada empresa produce (a—c)/3. Por tanto, la cantidad agregada
obtenida por induccién hacia atrds en el juego de Stackelberg, 3(a — ¢)/4,
es mayor que la cantidad agregada en el equilibrio de Nash del juego de
Cournot, 2(a — ¢)/3, de forma que el precio de equilibrio de mercado es
inferior en el juego de Stackelberg. Sin embargo, en el juego de Stackelberg
la empresa 1 podia haber escogido la cantidad correspondiente al juego
_ de Cournot, (a — ¢)/3, en cuyo caso la empresa 2 habria respondido con su
& I lo que resulta en cantidad de Cournot. Por tanto, en el juego de Stackelberg, la empresa 1

[ podria haber alcanzado el nivel de beneficios de Cournot, pero escogié no
hacerlo, por lo que los beneficios de la empresa 1 en el juego de Stackelberg
deben ser mayores que sus beneficios en el juego de Cournot. Pero el
precio de equilibrio es inferior en el juego de Stackelberg, de forma que los
beneficios agregados son menores. Por tanto, el hecho de que la empresa
1 esté mejor implica que la empresa 2 estd peor en el juego de Stackelberg
que en el juego de Cournot.

cantidad agregada es Q = ¢; + g2, ¥ ¢ es el coste marginal constante de

produccién (siendo cero los costes fijos). -
Para hallar el resultado por induccién hacia atrds de este juego, calcu-

lamos en primer lugar la reaccién de la empresa 2 a una cantidad arbitra-

riamente fijada por la empresa 1. Ry(q1) es una solucion de

i max ma(q1,q2) = max qpla —q1 — g2 — ¢,
g0 720

: a—q —c
- Bolq) = ———,

l{ ‘ siempre que ¢; < a — ¢. La misma ecuacion para Ry(¢1) aparecié en
8 nuestro analisis del juego de Cournot con decisiones simultdneas en la
| seccién 1.2.A. La diferencia es que aqui Ry(g) es realmente la reaccién
{ 1 por parte de la empresa 2 a la cantidad observada que fija la empresa 1,
“ | mientras que en el andlisis de Cournot R(¢1) es la mejor respuesta de la
i . empresa 2 a una cantidad hipotética que serd simultdneamente escogida
por la empresa 1.

' ! Dado que la empresa 1 puede resolver el problema de la empresa
!T ‘ 2 tanto como la propia empresa 2, la empresa 1 deberia prever que la
i: L eleccién de la cantidad ¢; coincidird con la reaccién Ry(g1). Por tanto, el

La observacién de que la empresa 2 se encuentra en peor situacién en
el juego de Stackelberg que en el juego de Cournot ilustra una diferencia
importante que existe entre los problemas de decisién uni o multiper-
sonales. En la teoria de la decisién con un tdnico agente, el tener mds
informacién nunca puede hacer que el agente decisor esté peor. En teoria |
de juegos, sin embargo, tener mds informacién (o més precisamente, que
otros jugadores sepan que uno tiene mds informacién) puede hacer que un
max 1 (q1,R2(q1)) =maxqla — g1 — Balqn) — el jugador esté peor.

@20 @20 ' En el juego de Stackelberg, la informacién en cuestion es la cantidad

a problema de la empresa 1 en la primera etapa del juego se concreta en

=maxg; i de la empresa 1: la empresa 2 conoce ¢; y (tan importante como esto)
120 2 : la empresa 1 sabe que la empresa 2 conoce ¢;. Para ver el efecto que
: N lo que resulta en esta informacién tiene, consideremos un juego de decision sucesiva algo »
| 11 a—c a—c distinto, en el que la empresa 1 escoge ¢;, después de lo cualta empresa B
. ,‘ q = D) y Ry(qy) = 4 2 escoge ¢y, pero lo hace sin haber observado ¢;. Si la empresa 2 cree
: } que es el resultado por induccién hacia atrds del juego del duopolio de i qut? la empresa 1 ha escogido su cantidad de Stack;:lberg g =(a-o/ 2{ la j‘
R [IEd Stackelberg.* mejor respuesta, para la empresa 2 es de nuevo Ry(¢;) = (a—c)/4. Perosila ,
empresa 1 prevé que la empresa 2 creera que ello vaya a ser asi y, por tanto, . i
4 De la misma forma que el “equilibrio de Cournot” y el “equilibrio de Bertrand” se escoja esta cantidad, la empresa 1 prefiere escoger su mejor respuesta a ‘ 1-%
_ . refieren Fi}.)ic.amente al equilibric? dc? Nash de los juegos clle Courpot y B(.er‘trand, la m.encic’)n (a — ¢)/4 (es decir, 3(a — ¢) /8) en Iugar de su cantidad de Stackelberg |
i§ [t del ”equ.lhbrlo de Staclfelberg” significa a menudo que el juego es'de f:l,ec1510ne.s suce31‘vas en (@— 0 /2' Por todo ello, la empresa 2 no debe confiar en que la empresa 1 o
Al vez de simultdneas. Sin embargo, como se ha constatado en la seccién anterior, los juegos 4 % q P i
} i !\ con decisiones sucesivas poseen a menudo multiples equilibrios de Nash, de los cuales sélo escoja su cantidad de Stackelberg. Mds bien, el inico equilibrio de Nash de '
i "'1 uno esté asociado con el resultado obtenido por induccién hacia atrds del juego. Por tanto, el ! este juego secuencial es que ambas empresas escojan la cantidad (@a—c) /3’

i “equilibrio de Stackelberg” puede referirse tanto a la naturaleza secuencial del juego como al

uso de un criterio de solucién mas poderoso que el mero equilibrio de Nash. predsamente el equilibrio de Nash del juego de CournOt/ en el que las dos
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empresas deciden simultaneamente.® Por lo tanto, que la empresa 1 sepa )
que la empresa 2 conoce ¢ va en contra de la empresa 2. cuya condicién de primer orden es

2.1.C Salarios y nivel de empleo en una empresa con fuerte RI(L) - w=0.
implantacion sindical :
Pendiente = w ;
En el modelo de Leontief, (1946) de relacién entre una empresa y un R
tnico sindicato (es decir, un sindicato que tiene el poder de monopolio de
ofrecer la fuerza de trabajo a la empresa), el sindicato tiene poder exclusivo
sobre los salarios, pero la empresa tiene el control exclusivo del nivel de
empleo. (Conclusiones cualitativamente similares emergen en un modelo
mas realista en el cual la empresa y el sindicato negocian los salarios,
! pero la empresa retiene el poder exclusivo sobre el nivel de empleo.) La i
& funcién de utilidad del sindicato es U(w,L), donde w es el salario que el
- sindicato pide a la empresa y L es el nivel de empleo. Supongamos que
. U(w,L) es creciente en los dos argumentos w y L. La funcién de beneficios i
‘ : de la empresa es (w,L) = R(L) — wL, donde R(L) son los ingresos que L*I () .
la empresa obtiene si emplea L trabajadores (y toma de forma 6ptima las
correspondientes decisiones de produccién y de estrategia de mercado).
Supongamos que R(L) es creciente y concava. .
‘ o Supongamos que el desarrollo temporal del juego es: (1) el sindicato
[ efectiia una demanda salarial, w; (2) la empresa observa (y acepta) w y es-
coge entonces el nivel de empleo, L; (3) las ganancias son Uw,L)y w(w,L).
Podemos decir bastantes cosas sobre el resultado por induccién hacia atras
de este juego, aun sin haber supuesto ninguna forma funcional concreta

R(L)

Figura 2.1.1

Para garantizar que la condicién de primer orden R(L) — w = 0 tenga
solucién, suponemos que R'(0) = oo y que R'(cc) = 0, tal como indica la
figura 2.1.1.

La figura 2.1.2 representa L*(w) en funcién de w (pero utiliza los ejes

I de U(w,L) y R(L), pero no podemos calcular el resultado explicitamente. 7 de forma que faciliten la comparacién con gréficos posteriores) e indica

{ifs . . . : ue L* ; L

1 En primer lugar caracterizamos la mejor respuesta de la empresa en la - que L7 (w) Cort? c‘:adaéuna de las curvas de isobeneficio de la empresa
‘ i 1 en su punto maximo.” Manteniendo I constante, la empresa estd tanto

etapa (2), L*(w), a una demanda salarial arbitraria por parte del sindicato

. . mejor cuant . s
en la etapa (1), w. Dado w, la empresa escoge el nivel L*(w) que soluciona ) 0 menor sea w, de forma que las curvas isobeneficio inferiores

representan niveles de beneficio mds altos. La figura 2.1.3 representa
las curvas de indiferencia del sindicato. Manteniendo L constante, el

o

ity

G

max r (w,L) = max R — wl, i sindicato estd tanto mejor cuanto méds alto sea w, de forma que las curvas
> > de indiferenci 4 i ili
| ! e in ia mas altas corresponden a niveles de utilidad mayores del
% | g sindicato.
|
5 Esto es un ejemplo de la afirmacién hecha en la seccién 1.1.A: en un juego en forma normal : 6 Esta tiltima propiedad es simplemente otra manera de decir que L*(w) maximi L
los jugadores escogen sus estrategias simultdneamente, pero ello no implica necesariamente % dado w. Si el sindicato pide w’, por ejemplo, la eleccién de Lq or parte deallmlza N
que actiien simultdneamente; es suficiente con que cada uno tome su decisién sin conocer las i concreta en la eleccién de un punto en la recta horizontal w P w’p El m4 "a emp'resla se
| = w. ximo nivel de

decisiones de los demds. Véase la seccién 2.4.A para mds discusion sobre esta cuestion. 4 beneficio posible se alcanza escogiendo L de forma que la curva de isobenefici
f : i0 que pasa por
(L,w') sea tangente a la restriccién w = w'. quepasap
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w L¥(w)

L

Curvas de isobeneficio de la empresa -

Figura 2.1.2

N\

Curvas de indiferencia del sindicato

L

Figura 2.1.3

Consideremos ahora el problema del sindicato en la etapa (1). Dado
que el sindicato puede resolver el problema de la empresa en la segunda
etapa, tanto como la propia empresa, el sindicato deberia prfzver que la
reaccién por parte de la empresa a su demanda salarial w sera escoger el
nivel de empleo L*(w). Por tanto, el problema del sindicato en la primera

etapa se concreta en

mii%(U (w,L*(w)) -
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Curva de indiferencia
del sindicato

L* (w)

L*(w*) L

Figura 2.1.4.

En términos de las curvas de indiferencia representadas en la figura
2.1.3, al sindicato le gustaria escoger la demanda salarial w que propor-
cione un resultado (w,L*(w)) que esté en la curva de indiferencia més alta
posible. La solucién al problema del sindicato es w*, la demanda salarial
que hace que la curva de indiferencia del sindicato que pasa por el punto
(w*,L*(w*)) sea tangente a L*(w) en ese punto (véase la figura 2.1.4). Por
lo tanto, (w*,L*(w*)) es el resultado por induccién hacia atrds de este juego
de salarios y nivel de empleo.

Es fécil ver que (w*,L*(w*)) es ineficiente: tanto la utilidad del sindi-
cato como los beneficios de la empresa aumentarian si w y L estuvieran en
la region sombreada de la figura 2.1.5. Esta ineficiencia hace que resulte
diffcil de entender que en la préctica las empresas parezca que retienen
el control exclusivo sobre el nivel de ocupacién. (Si permitimos que la
empresa y el sindicato negocien los salarios pero mantenemos el control
exclusivo de la empresa sobre el nivel de empleo obtenemos un resultado
igualmente ineficiente.) Espinosa y Rhee (1989) proponen una explicacién
a este enigma basada en el hecho de que el sindicato y la empresa negocian
repetidamente a lo largo del tiempo (normalmente cada tres afios en Esta-
dos Unidos). En ese juego repetido, siempre que la eleccién de w por parte
del sindicato y la eleccién de L por parte de la empresa caigan en la regién
sombreada de la figura 2.1.5 puede existir un equilibrio, aun cuando esos
valores de w y L no pueden ser el resultado por induccién hacia atrds de
una tnica negociacién. Constiltese la seccién 2.3 sobre juegos repetidos y
el ejercicio 2.16 sobre el modelo de Espinosa-Rhee.
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w
w* [

Curva de beneficio
de la empresa

L* (w)

L* (w*) L

Figura 2.1.5
2.1.D Negociacion secuencial

Empezamos con un modelo de negociacién de tres periodos perteneciente
a la clase de juegos estudiada en la seccién 2.1.A. Pasamos luego a dis-
cutir el modelo de Rubinstein (1982), en el que el niimero de periodos
es (potencialmente) infinito. En ambos modelos se llega a un acuerdo
inmediatamente, no hay negociaciones prolongadas (como huelgas). En
el modelo de Sobel y Takahashi (1983) de negociacién secuencial con
informacion asimeétrica, en cémbio, pueden ocurrir huelgas en el dnico
equilibrio (bayesiano perfecto) con probabilidad positiva (véase la seccién
4.3.B).

Los jugadores 1y 2 negocian el reparto de una peseta. Hacen ofertas
alternativamente: primero el jugador 1 hace una propuesta que el jugador
2 puede aceptar o rechazar; si 2 la rechaza, hace una propuesta que 1 puede
aceptar o rechazar, y asf sucesivamente. Una vez que una oferta ha sido
rechazada, deja de ser vinculante y es irrelevante en las siguientes rondas
del juego. Cada oferta corresponde a un periodo y los jugadores son
impacientes: descuentan las ganancias obtenidas en periodos posteriores
de acuerdo con el factor §, donde 0 < § < 1.7

7 Fl factor de descuento & refleja el valor temporal del dinero. Una peseta recibida al
principio de un periodo puede ingresarse en un banco y proporcionar intereses, digamos que
a un tipo r por periodo y, por tanto, tendra un valor de 1 + 7 pesetas al principio del periodo
siguiente. De forma equivalente, una peseta que se reciba al principio del periodo siguiente
tiene ahora un valor de sélo 1/(1 + r) pesetas. Sea § = 1/(1 + r); entonces una ganancia
7 obtenida en el préximo periodo tiene ahora ahora un valor de sélo é7; una ganancia =
obtenida dentro de dos periodos tiene ahora un valor de sélo 627, y asisucesivamente. El
valor actual de una ganancia futura recibe el nombre de valor futuro de esa ganancia.
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Una descripcién més detallada de la secuencia temporal del juego de
tres periodos es la siguiente:

(1a) Al principio del primer periodo el jugador 1 propone quedarse con
una fraccién sq de una peseta, dejando 1 — s1 para el jugador 2.

(1b) Eljugador 2 puede aceptar la oferta (en cuyo caso el juego finaliza
y los jugadores reciben las ganancias s; y 1 — s inmediatamente) o
rechazarla (en cuyo caso el juego pasa al segundo periodo).

(2a) Al principio del segundo periodo el jugador 2 propone que el juga-
dor 1 se quede con una fraccién s, de una peseta, dejando 1 — s, para
el jugador 2. (Nétese la convencién de que s; corresponde siempre
al jugador 1, sea quien sea quien hace la oferta.)

(2b) Eljugador 1 puede aceptar la oferta (en cuyo caso el juego finaliza
y los jugadores reciben las ganancias s, y 1 — s, inmediatamente) o
rechazarla (en cuyo caso el juego pasa al tercer periodo).

(3) Al principio del tercer periodo el jugador 1 recibe una fraccién s de
una peseta, dejando 1 — s para el jugador 2, donde 0 < s < 1.

En este modelo de tres periodos, el acuerdo al que se llega en el tercer
periodo (s,1 — s) estd fijado exdgenamente. En el modelo con horizonte
infinito que consideraremos mds tarde, la ganancia s del tercer periodo
representa la ganancia del jugador 1 en lo que queda del juego si se llega
al tercer periodo (esto es, silas dos primeras ofertas son rechazadas).

Para calcular el resultado por induccién hacia atrds de este juego de
tres periodos, calculamos en primer lugar la oferta 6ptima por parte del
jugador 2 si se llega al segundo periodo. El jugador 1 puede recibir s en el
tercer periodo rechazando la oferta s, del jugador 2 en este periodo, pero
el valor en este periodo de recibir s en el periodo siguiente es s6lo §s. Por
tanto, el jugador 1 aceptard s; si y sélo si s, > §s. (Suponemos que cada
jugador aceptara una oferta si es indiferente entre aceptarla o rechazarla.)
El problema de decisién del jugador 2 en el segundo periodo, por tanto,
se concreta en escoger entre 1 — 05 en este periodo (ofreciendo s; = ds al
jugador 1) o recibir 1 — s en el siguiente periodo (ofreciendo al jugador 1
cualquier s < és). El valor descontado de la dltima opcién es 6(1 — s),
que es menor que 1 — §s obtenible por medio de la primera opcién, de
forma que la oferta 6ptima del jugador 2 en el segundo periodo es s3 = 8s.
Por tanto, si el juego llega al segundo periodo, el jugador 2 ofrecerd s3 y
el jugador 1 aceptara.

Dado que el jugador 1 puede resolver el problema del jugador 2 en
el segundo periodo tan bien como el propio jugador 2, el jugador 1 sabe
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que el jugador 2 puede recibir 1 — s} en el segundo periodo rechazando
la oferta s; del jugador 1 en este periodo, pero el valor en este periodo de
recibir 1 — s3 el periodo siguiente es s6lo de 6(1 — s3). Por tanto, el jugador
2 aceptard 1 — sy siysélosi 1 — sy > 6(1 — s3)os1 <1—-6(1- s3). El
problema de la decisién del jugador 1 en el primer periodo, por tanto, se
concreta en escoger entre recibir 1 — 6(1 — s3) en este periodo (ofreciendo
1-51 = 6(1-s3) al jugador 2) o recibir s} en el préximo periodo (ofreciendo
cualquier 1 - s; < 6(1 — s3) al jugador 2). El valor descontado de la tltima
opcién es §s3 = 625, que es menor que 1 — §(1 — s3) = 1— §(1 — §s) obtenible
por medio de la primera opcién, de forma que la oferta 6ptima del jugador
1 en el primer periodo es sf =1 — §(1 - s3) =1 — §(1 — §s). Por tanto, en
el resultado por induccién hacia atrds de este juego de tres periodos, el
jugador 1 ofrece el reparto (57,1 — s}) al jugador 2, quien acepta.

Consideremos ahora el caso en que el horizonte es infinito. El desarro-
llo temporal es el mismo que hemos descrito anteriormente, excepto que el
acuerdo exdgeno del paso (3) es reemplazado por una sucesién infinita de
pasos (3a), (3b), (4a), (4b) y asi sucesivamente. El jugador 1 hace la oferta
en los periodos impares, el jugador 2 en los pares; la negociacién con-
tintia hasta que uno de los dos jugadores acepta una oferta. Nos gustaria
hallar el resultado por induccién hacia atrds de este juego de horizonte
infinito moviéndonos hacia atras, tal como lo hemos hecho en los casos
analizados hasta ahora. Sin embargo, como el juego podria continuar
hasta el infinito, no existe un tiltimo momento a partir del cual iniciar tal
andlisis. Afortunadamente, la siguiente idea (aplicada originalmente por
Shaked y Sutton [1984]) nos permite truncar el juego de horizonte infinito
y aplicar la l6gica del caso en el que el horizonte es finito: el juego que
empieza en el tercer periodo (si se alcanza) es idéntico al juego completo
(empezando desde el primer periodo): en ambos casos el jugador 1 hace
la primera oferta, los jugadores se alternan haciendo las siguientes ofertas
y la negociacién contintia hasta que un jugador acepta una oferta.

Dado que no hemos definido formalmente el resultado por induccién
hacia atrds de este juego de negociacién con horizonte infinito, nuestros
argumentos serdn informales (pero pueden formalizarse). Supongamos
que existe un resultado por induccién hacia atrds del juego completo en
el que los jugadores 1y 2 reciben las ganancias s y 1 — s respectivamente.
Podemos utilizar estas ganancias en el juego que empieza en el tercer
periodo, si se alcanza, y proceder entonces hacia atrés hasta el primer pe-
riodo (como en el juego de tres periodos) para calcular un nuevo resultado
por induccién hacia atrds del juego completo. En este nuevo resultado
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por induccién hacia atrés, el jugador 1 ofrecers el acuerdo ( F(),1— f(s)
en el primer periodo y el jugador 2 aceptara, donde f(s) = 1 — 6(1 — és)
es la fraccién del jugador 1 en el primer periodo del juego anterior de tres
periodos cuando el acuerdo (s,1 - s) se imponia exégenamente en el tercer
periodo. :

Sea s4 la ganancia mds alta que el jugador 1 puede recibir en cualquier
resultado por induccién hacia atrds del juego completo. Consideremos el
uso de s4 como la ganancia del jugador 1 en el tercer periodo, tal como
lo hemos descrito anteriormente; esto producird un nuevo resultado por
inducci6n hacia atrds en el que la ganancia en el primer periodo del
jugador 1 es f(s4). Dado que f(s) = 1 — § + 625 es creciente en s, fsa)
es la ganancia en el primer periodo més alta posible, ya que s4 es la
ganancia mds alta posible en el tercer periodo. Pero s, es también la
ganancia mds alta posible en el primer periodo, de forma que f(sa) =
s4. Argumentos similares demuestran que f(sg) = sp, donde sg es la
ganancia mds baja posible que el jugador 1 puede obtener en cualquier
resultado por induccién hacia atrés del juego completo. El tinico valor de
s que satisface f(s) = s es 1/(1+6), que denotaremos con s*. Por tanto,
sa = sg = s* de forma que existe un tnico resultado por induccién hacia
atrds del juego completo: en el primer periodo el jugador 1 ofrece un
acuerdo (s* =1/(1+6),1 — s* = §/(1 + §)) al jugador 2, quien acepta.

2.2 Juegos en dos etapas con informacién completa
pero imperfecta

2.2.A Teoria: Perfeccién en subjuegos

Enriquecemos ahora la clase de juegos analizada en la seccién anterior.
Como en los juegos dindmicos con informacién completa y perfecta, conti-
nuamos suponiendo que el juego sigue una sucesién de etapas, habiendo
los jugadores observado las decisiones formadas en las etapas previas an-
tes del comienzo de una nueva etapa. Sin embargo, a diferencia de los
juegos analizados en la seccién anterior, permitimos que haya decisiones
simultdneas en cada etapa. Como explicaremos en la seccién 2.4, esta
simultaneidad de decisiones significa que los juegos analizados en esta
seccién tienen informacién imperfecta. No obstante, estos juegos compar-
ten caracteristicas importantes con los juegos con informacién perfecta
considerados en la seccién anterior.
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Analizaremos el siguiente juego sencillo, al cual (sin mucha inspi-
racién) llamaremos juego en dos etapas con informacién perfecta pero
incompleta:

1. Los jugadores 1y 2 escogen simultdneamente las acciones a; y ap de
los conjuntos factibles A; y A, respectivamente.
2. Losjugadores 3y 4 observan el resultado de la primera etapa, (a1,a2), y
" escogen entonces simultdneamente las acciones a3 y a4 delos conjuntos
factibles A3 y A4 respectivamente.
3. Las ganancias son u;(ay,ay,a3,a4) paras =1,2,34.

Muchos problemas econémicos se ajustan a esta descripcién.® Tres ejem-
plos (que discutiremos mds adelante con mayor detalle) son los panicos
bancarios, los aranceles y la competencia internacional imperfecta y los
torneos (por ejemplo, la lucha entre varios vicepresidentes de una empresa
por ser el préximo presidente). Otros problemas econémicos pueden mo-
delarse si permitimos una mayor complejidad, ya sea afiadiendo mads
jugadores o permitiendo que los jugadores jueguen en mds de una etapa.
Podria incluso haber menos jugadores: en algunas aplicaciones los juga-
dores 3 y 4 son los jugadores 1 y 2; en otras bien el jugador 2 o el 4 no
aparece.

Resolvemos un juego de esta clase utilizando un enfoque parecido
al de la induccién hacia atrés, pero esta vez, el primer paso que damos
cuando nos movemos hacia atrds desde el final del juego exige la reso-
lucién de un juego real (el juego simultdneo entre los jugadores 3 y 4 en
la segunda etapa, dado el resultado de la primera etapa) en vez de re-
solver un problema de optimizacién para un tinico individuo como en la
seccién anterior. Para no complicar las cosas, supondremos en esta seccién
que para cada resultado factible de la primera etapa, (a1,a2), €l juego que
queda pendiente en la segunda etapa entre los jugadores 3 y 4 tiene un
tnico equilibrio de Nash que denominamos (a3(a1,a2),05(a1,a2)). En la
seccioén 2.3.A (sobre juegos repetidos) consideramos las consecuencias de
prescindir de este supuesto.

Si los jugadores 1 y 2 prevén que el comportamiento en la segunda
etapa de los jugadores 3 y 4 vendrd dado por (a3(a1,a,),a}(a1,a2)), la in-
teraccién entre los jugadores 1y 2 en la primera etapa se concreta en el
siguiente juego de decisiones simultdneas:

8 Como en la seccién anterior, los conjuntos de acciones factibles de los jugadores 3y 4 en
la segunda etapa, A3 y A4, podrian depender del resultado de la primera etapa (aq,a7). En
particular, podrian existir valores (a,a;) que finalizaran el juego.
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1. Los jugadores 1 y 2 escogen simultdneamente las acciones a; y a2 de
los conjuntos factibles A; y A, respectivamente.
2. Las ganancias son ui(ay,a2,03(a1,a2),05(a1,a)) para s = 1,2.

Supongamos que (aj,a3) es el tnico equilibrio de Nash de este juego de
decisiones simultdneas. Llamaremos a (a3,03,03(af, a3),a3(a],a3)) resultado
perfecto en subjuegos de este juego en dos etapas. Este resultado es el
dnalogo natural del resultado por induccién hacia atrds en los juegos con
informacién completa y perfecta, y esta analogia se refiere tanto a sus
caracteristicas atractivas como a las que no lo son tanto. Los jugadores 1 y
2 no deberfan creer ninguna amenaza por parte de los jugadores 3 y 4 que
correspondiera a acciones que no fueran el equilibro de Nash del juego
que queda en la segunda etapa, ya que cuando el juego llegue realmente a
la segunda etapa, al menos uno de los jugadores 3 0 4 no querrd cumplir su
amenaza (precisamente porque no es un equilibrio de Nash del juego que
queda en la segunda etapa). Por otra parte, supongamos que el jugador
1 es también el jugador 3, y que el jugador 1 no juega o] en la primera
etapa: el jugador 4 puede querer entonces reconsiderar el supuesto de que
el jugador 3 (es decir, el jugador 1) jugara a}(a,ay) en la segunda etapa.

2.2.B Panico bancario

Dos inversores han depositado cada uno de ellos una cantidad D en un
banco. Elbanco ha invertido estos depésitos en un proyecto a largo plazo.
Si el banco se ve obligado a liquidar su inversién antes de que el proyecto
venza, puede recuperar un total de 2r, donde D > r > D/2. Sin embargo,
si el banco deja que la inversi6n llege a su vencimiento, el proyecto rendird
un total de 2R, donde R > D.

Existen dos fechas en las cuales los inversores pueden sacar dinero del
banco: la fecha 1 es anterior al vencimiento de la inversién del banco, la
fecha 2 es posterior. Para simplificar, supondremos que no hay descuento.
Siambos inversores sacan dinero en la fecha 1, cada uno recibe r y el juego
se acaba. Si s6lo un inversor saca dinero en la fecha 1, ese inversor recibe
D, el otro recibe 2r — D'y el juego se acaba. Finalmente, si ninguno de
los inversores saca dinero en la fecha 1, el proyecto llega a su vencimiento
y los inversores deciden si sacar el dinero o no en la fecha 2. Si los dos
inversores sacan el dinero en la fecha 2, cada uno de ellos recibe R y el
juego se acaba. Si s6lo un inversor saca el dinero en la fecha 2, ese inversor
recibe 2R — D, el otro recibe D y el juego se acaba. Finalmente, si ninguno
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de los inversores saca el dinero en la fecha 2, el banco devuelve R a cada
inversor y el juego se acaba.

En la seccién 2.4 discutiremos cémo representar formalmente este
juego. Sin embargo, por ahora procederemos de modo informal. Repre-
sentemos las ganancias de los dos inversores en las fechas 1y 2 (en funcién
de sus decisiones sobre sacar dinero en esas fechas) con el siguiente par
de juegos en forma normal. Notese que el juego en forma normal co-
rrespondiente a la fecha 1 no es tipico: si ambos inversores escogen no
sacar dinero en la fecha 1, no se especifica ninguna ganancia, sino que los
inversores pasan al juego en forma normal correspondiente a la fecha 2.

Sacar No sacar

Sacar T D2r— D
No Sacar| 2r—D,D |[siguiente etapa

Fecha 1

Sacar No sacar

Sacar R,R 2R—-D,D}
No Sacar|D,2R — D, R,R

Fecha 2

Para analizar este juego procedemos hacia atrds. Considérese el juego
en forma normal correspondiente a la fecha 2. Como R > D (y por
tanto 2R — D > R), “sacar” domina estrictamente a “no sacar”, de forma
que existe un unico equilibrio de Nash de este juego: ambos inversores
sacan el dinero, lo que conduce a unas ganancias de (R,R). Como no hay
descuento, podemos simplemente sustituir estas ganancias en el juego en
forma normal correspondiente a la fecha 1, tal como indica la figura 2.2.1.
Dado que r < D (y por tanto 2r — D < r), esta version de un periodo del
juego de dos periodos tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras:
(1) ambos inversores sacan el dinero, lo que conduce a unas ganancias
de (r,7); (2) ninguno de los dos inversores saca el dinero, lo que lleva a
unas ganancias de (R,R). Por tanto, el juego original del panico bancario
de dos periodos tiene dos resultados perfectos en subjuegos (y, por tanto,
no se ajusta totalmente a la clase de juegos definida en la seccion 2.2.A):
(1) ambos inversores sacan el dinero en la fecha 1, lo que conduce a unas

R o
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ganancias de (r,r); (2) ninguno de los inversores saca el dinero en la fecha
1 pero lo hacen en la fecha 2, lo que conduce a unas ganancias de (R,R) en
la fecha 2.

Sacar No sacar

Sacar r,r D2r—D
No Sacar |2r — D,D R,R

Figura 2.2.1

El primero de estos resultados puede interpretarse como el de un
pdnico bancario. Si el inversor 1 cree que el inversor 2 sacard su dinero
en la fecha 1, su mejor respuesta es sacar también el dinero, aun cuando
a ambos les irfa mejor si esperasen a la fecha 2 para sacar el dinero. Este
juego del panico bancario difiere del dilema de los presos discutido en el
capitulo 1 en un aspecto importante: ambos juegos poseen un equilibrio de
Nash que conduce a unas ganancias socialmente ineficientes; en el dilema
de los presos éste es el tinico equilibrio (y lo es en estrategias dominantes),
mientras que en este juego existe también un segundo equilibrio que
es eficiente. Por tanto, este modelo no predice cudndo va a ocurrir un
panico bancario, pero muestra que es un fenémeno que puede ocurrir en
equilibrio. Véase un modelo més rico en Diamond y Dybvig (1983).

2.2.C Aranceles y competencia internacional imperfecta

Nos ocupamos ahora de una aplicacién de economfa internacional. Con-
sideremos dos paises idénticos, que denominamos con : = 1,2. Cada pais
tiene un gobierno que escoge un arancel, una empresa que produce tanto
para el consumo interno como para la exportacién y unos consumidores
que compran en el mercado interno, ya sea de la empresa nacional o de
la extranjera. Si la cantidad total en el mercado del pais ¢ es @, el precio
de equilibrio del mercado es P(Q;) = a — Q;. La empresa del pais ¢ (que
en adelante llamaremos empresa i) produce h; para el consumo interior
y e: para la exportacién. Por tanto, Q; = h; + e;. Las empresas tienen
un coste marginal constante ¢ y no tienen costes fijos. Por tanto, el coste
total de produccién de la empresa i es C;(h;,e;) = c(h; +e;). Las empresas
también incurren en un coste arancelario sobre las exportaciones: si la
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empresa i exporta e; al pais j cuando el gobierno j ha establecido una tasa
arancelaria de t;, la empresa ¢ debe pagar t;e; al gobierno j.

El desarrollo temporal del juego es el siguiente: Primero, ambos go-
biernos escogen simultdneamente las tasas arancelarias ¢; y ¢2. En S(—‘:'-
gundo lugar, las empresas observan las tasas arancelarias y escogen si-
multdneamente las cantidades para el consumo interno y para la expor-
tacién, (hy,e1) y (ha,e2). En tercer lugar, las ganancias son los beneficios
de la empresa ¢ y el bienestar total del gobierno %, donde el biegnestar t(,)ta.l
del pais i es la suma de los excedentes de los consumidores d'el pafs s,
los beneficios recibidos por la empresa ¢ y el ingreso arancelario que el
gobierno ¢ recauda de la empresa j:

7t tj,hiei g e;) =la — (hs + e)hi +[a — (e; + hj)le;

— c(h + ;) — tje,
1
Wit tj,hiseihje;) =§Q% + mits ty,hieihg e;) + tie;.

Supongamos que los gobiernos han escogido los aranceles ¢; y t>. Si
(k3 ,e3,h3,€e3) es un equilibrio de Nash del juego (de dos mercados) restante
entre las empresas 1 y 2 entonces, para cada i, (h},e;) debe solucionar

max Wi(ti,tj,hi,ei,hj,ej).

h;,e; 20
Como m(ti,tj,hi,ei,h;,ej) puede escribirse como la suma ‘c{e los beneﬁ;
cios de la empresa ¢ en el mercado ¢ (los cuales son funcién de h; y €]
tnicamente) y los beneficios de la empresa i en el mercado j (los cua-
les son funcién de e;, h} y t; inicamente), el problema de optimizacion
en los dos mercados para la empresa ¢ se simplifica al separarse en dos
problemas, uno para cada mercado: h; debe solucionar

max hila — (hi + €}) — ¢,
20
.y e} debe solucionar

maz)( eila — (e; + h;f) —cl —t;e;.

e >

9 Si un consumidor compra un bien a un precio p cuando habria estado disp%lesto a
pagar un valor v, se beneficia de un excedente de v — p. Dada la curva de demanda inversa
Pi(Q;) = a — @, si la cantidad vendida en el mercado ¢ es @;, puede demostrarse que el
excedente agregado del consumidor es (1/ 2)Q%.
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Suponiendo que e;-‘ < a — ¢, tenemos que

1
hi = 3(a—ej o), (2.2.1)

y suponiendo que h} < a - c—t;, tenemos que

1

(Los resultados que derivamos son coherentes con ambos supuestos.) Las
dos funciones de mejor respuesta (2.2.1) y (2.2.2) deben cumplirse para
cada 7 = 1,2. Por tanto, tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas
(h7,e1,h3,€3). Afortunadamente, este sistema de ecuaciones puede simpli-
ficarse dividiéndose en dos grupos de dos ecuaciones con dos incégnitas.
Las soluciones son

w«_G—ctiy «_ Q—cCc=21;
hi = 3 y e, = 3 2.2.3)

Recordemos (en la seccién 1.2.A) que la cantidad de equilibrio escogida
por las dos empresas en el juego de Cournot es (a — ¢)/3, pero que este
resultado se obtuvo bajo el supuesto de costes marginales simétricos. En
el equilibrio descrito en (2.2.3), por el contrario, las decisiones arancelarias
de los gobiernos hacen que los costes marginales sean asimétricos (como
en el ejercicio 1.6). En el mercado i, por ejemplo, el coste marginal de
la empresa i es ¢, pero el de la empresa j es ¢ + ;. Como el coste de la
empresa j es mas alto, ésta quiere producir menos. Pero si la empresa j
va a producir menos, el precio de equilibrio serd m4s alto, de forma que la
empresa i querrd producir més, en cuyo caso la empresa j querra producir
menos todavia. Por tanto, en equilibrio, h} crece con t; y e} decrece (a un
ritmo mds rapido) con ¢;, como indica (2.2.3).

Una vez resuelto el juego entre las dos empresas que queda en la
segunda etapa, cuando los gobiernos han escogido las tasas arancelarias,
podemos ahora representar la interaccién entre los dos gobiernos en la
primera etapa con el siguiente juego de decisiones simulténeas. Primero,
los gobiernos escogen las tasas arancelarias y t2 simultdneamente. En
segundo lugar, las ganancias son W; (ti,tj,h]‘,e{,hg,e;) para el gobierno
¢ =1,2,donde A} y ef son funciones de ¢; y ;, tal como se indica en (2.2.3).
Hallamos ahora el equilibrio de Nash de este juego entre los gobiernos.

Para simplificar la notacién, suprimiremos la dependencia de h} de t;
y de e} de ¢;: con Wi (t;,t;) denotamos a Wi(t:,t;,h] e1,h3,€5), la ganancia
del gobierno ¢ cuando escoge la tasa arancelaria ¢;, el gobierno j escoge ¢;
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y las empresas i y j se comportan segtin el equilibrio de Nash dado por
(2.2.3). Si (¢},t3) es un equilibrio de Nash de este juego entre los gobiernos,
entonces, para cada i, t] debe solucionar

max W' (¢;,13).
t; >0

Pero W} (t;,t}) es igual a

Qa—-0c) —t) (a—c+ t)2 (a—c— 2t§)2 t:{a —c— 2t;)
+ + + ,
18 9 9 3
por tanto
b= a - ¢

para cada i, independientemente de ¢;. En consecuencia, en este modelo
escoger una tasa arancelaria de (a — ¢)/3 es una estrategia dominante
de cada gobierno. (En otros modelos, por ejemplo cuando los costes
marginales son crecientes, las estrategias de equilibrio de los gobiernos no
son dominantes.) Sustituyendo ¢} = t} = (a — ¢)/3 en (2.2.3) obtenemos

h*_4(a—c) y o0

) 9
como las cantidades escogidas por las empresas en la segunda etapa. Por
tanto, el resultado perfecto en subjuegos de este juego de aranceles es
t=t35=(a—0/3hf =h;=4a—0)/9€] =¢; ="(a — ¢)/9).

En el resultado perfecto en subjuegos, la cantidad agregada en cada
mercado es 5(a — ¢)/9. Sin embargo, si los gobiernos hubieran escogido
unas tasas arancelarias iguales a cero, la cantidad agregada en cada mer-
cado habria sido 2(a — ¢)/3, exactamente igual que en el modelo de Cour-
not. Por tanto, el excedente de los consumidores en el mercado ¢ (el cual,

" como hemos visto anteriormente, es simplemente la mitad del cuadrado

de la cantidad agregada en el mercado i) es menor, cuando los gobiernos
escogen las tasas arancelarias que son estrategias dominantes, de lo que
serfa si eligieran unos aranceles iguales a cero. De hecho, unos aranceles
iguales a cero son socialmente 6ptimos en el sentido de

max Wi (t1,t2) + W3 (ta,t1),
1 F17) 20

de forma que existe un incentivo para que los gobiernos firmen un acuerdo
en el que se comprometan a eliminar los aranceles (es decir, en favor
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del libre comercio). (Si es factible tener aranceles negativos, es decir,
subsidios, el 6ptimo social consiste en que los gobiernos escojan ¢; =
tp = —(a - ¢), lo que hace que la empresa nacional no produzca nada
para el consumo interior y exporte la cantidad de competencia perfecta
al otro pafs.) Por lo tanto, dado que las empresas ¢ y j se comportan
segtn el equilibrio de Nash caracterizado en (2.2.3) en la segunda etapa,
la interaccion entre los gobiernos en la primera etapa es un dilema de los
presos: el tnico equilibrio de Nash lo es en estrategias dominantes, y es
socialmente ineficiente.

2.2.D Torneos

Consideremos a dos trabajadores y su capataz. El producto del trabaja-
dori (i = 102)esy =e; +¢;, donde e; es esfuerzo y ¢; es ruido. El
proceso de produccién es el siguiente: Primero, los trabajadores escogen
simultdneamente sus niveles no negativos de esfuerzo: e; > 0. En se-
gundo lugar, los valores de ruido ¢; y ¢, se obtienen independientemente,
de acuerdo con una funcién de densidad f(e¢) con media cero. En tercer
lugar, el producto de los trabajadores es observado pero no su esfuerzo.
Los salarios de los trabajadores, por tanto, pueden depender de lo que
han producido, pero no (directamente) de su esfuerzo.

Supongamos que el capataz decide inducir a los trabajadores a esfor-
zarse mds y para ello les hace competir en un torneo, tal y como origi-
nalmente analizaron Lazear y Rosen (1981).1° El salario recibido por el
vencedor del torneo (es decir, el trabajador que mds produzca) es wy; el
salario recibido por el perdedor es wp. La ganancia de un trabajador que
reciba un salario w y realice un esfuerzo e es u(w,e) = w — g(e), donde la
desutilidad del esfuerzo, g(e), es creciente y convexa (es decir, ¢’'(e) > Oy
g"(e) > 0). La ganancia del capataz es y; + y» — wa — wp.

Transcribimos ahora esta aplicacién a los términos de la clase de juegos -

discutida en la seccién 2.2.A. El capataz es el jugador 1, cuya accién a; es
escoger los salarios w4 y wp que se pagardn en el torneo. No hay jugador
2. Los trabajadores son los jugadores 3 y 4, quienes observan los salarios
escogidos en la primera etapa y deciden entonces simultdneamente sus
acciones a3 y ay4, es decir los esfuerzos e; y e;. (Consideraremos mds ade-

10 Para no complicar la exposicién de esta aplicacidn, ignoramos varios detalles técnicos,
tales como las condiciones bajo las cuales la condicién de primer orden del trabajador es
suficiente. No obstante, el andlisis exige un mayor cdlculo de probabilidades que en los casos
anteriores. Esta aplicacién puede saltarse sin pérdida de continuidad.
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lante la posibilidad de que, dados los salarios elegidos por el capataz, los
trabajadores prefieran no participar en el torneo y acepten en cambio una
oferta de empleo alternativo.) Finalmente, las ganancias de los jugadores
son las establecidas anteriormente. Dado que lo que se produce (y por
tanto también los salarios) es funcién no sélo de las decisiones de los ju-
gadores sino también de los términos de ruido ¢; y ¢, operaremos con las
ganancias esperadas de los jugadores.

Supongamos que el capataz ha elegido los salarios wa y ws. Si el
par de esfuerzos (e} ,e3) es un equilibrio de Nash del juego restante entre
los trabajadores, para cada i, ¢} ha de maximizar el salario esperado del
trabajador ¢ menos la desutilidad del esfuerzo: e; debe ser una solucién
dell

maxw, Prob{y:(e;) > y;(e})} + wp Prob{y;(e:) < y;(ej)} — gle:)

2.2.4)
= (wa — wp) Prob{yi(e;) > y;(e))} + wp ~ glew),
donde y;i(e;) = e; + ¢;. La condicién de primer orden de (2.2.4) es
OProb{y;(e; (e
(wa — wp) rob{yi(es) > ;(¢)} = g'(e;). (2.2.5)

861'

Es decir, el trabajador i escoge e; de forma que la desutilidad marginal de
un esfuerzo extra, g'(e;), sea igual al beneficid marginal de ese esfuerzo
adicional, que es el producto de lo que se gana en salario por vencer en el
torneo, wa — wp, y el aumento marginal de la probabilidad de ganar.

Por la regla de Bayes, !

11 Al escribir (2.2.4), supusimos que la funcién de densidad del ruido f(c) es tal que el
suceso en el que los trabajadores producen exactamente lo mismo ocurre con probabilidad
ceroy, por tanto, no es necesario considerarlo enla funcién de utilidad esperada del trabajador
i. (Mas formalmente, suponemos que la funcién de densidad f(e) es no atémica) En una
descripcién completa del torneo, serfa natural (pero innecesario) especificar que el ganador se
determina a cara o cruz, o (Io que en este modelo resulta equivalente) que ambos trabajadores
reciben (w4 + wp)/2.

12 a regla de Bayes proporciona una formula para P(A|B), la probabilidad (condicional)
de que un suceso A ocurra dado que el suceso B ha ocurrido. Sean P(A), P(B) y P(A,B)
las probabilidades (a priori) (es decir, las probabilidades antes de que tanto A como B hayan
tenido la oportunidad de ocurrir) de que A ocurra, B ocurra y de que ambos Ay B ocurran
respectivamente. La regla de Bayes establece que P(A|{B) = P(A,B)/P(B). Esto es, la
probabilidad condicional de A dado B es igual a la probabilidad de que ambos Ay B ocurran
dividida por la probabilidad a priori de que B ocurra.
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Prob{yi(e:) > y;(e})} =Prob{e; > €} +¢; —e;}

=/ Prob{e; > e} +¢; — eile; } fle;)de;

3

=/ [1- F(e — e; + €)1 f(ej)de;,
de forma que la condicién de primer orden de (2.2.5) se convierte en

(U)A - wB)/ f(e; —e; + ej)f(ej)dej = g'(ei).

En un equilibrio de Nash simétrico (es decir, e} = e} = ¢*) tenemos que

(wa — wp) / fle)?dej = g'(e®). (2.2.6)

Como g(e) es convexa, un premio mayor por ganar (es decir, un valor
mayor de wa — wp) induce a un mayor esfuerzo, cosa harto intuitiva. Por
otra parte, con un mismo premio, no vale tanto la pena esforzarse cuando
el ruido es muy fuerte, porque es probable que el resultado del torneo se
determine aleatoriamente, y no de acuerdo con el esfuerzo. Por ejemplo, -
si ¢ se distribuye normalmente con varianza o2, entonces

| e - #

que decrece en o, de forma que ¢* efectivamente decrece en o.
Procedemos ahora hacia atrds, hasta la primera etapa del juego. Su-
pongamos que si los trabajadores acuerdan participar en el torneo (en
vez de aceptar un empleo alternativo) responderdn a los salarios w4
y ws jugando el equilibrio de Nash simétrico caracterizado por (2.2.6).
(Ignoramos, por tanto, la posibilidad de equilibrios asimétricos y de un
equilibrio en el que la eleccién de los esfuerzos por parte de los trabaja-
dores venga dada por la solucién de esquina e; = e, = 0, en vez de por la
condicién de primer orden (2.2.5).) Supongamos también que la oportu-
nidad de empleo alternativo proporcionaria una utilidad U,. Como en el

equilibrio de Nash simétrico cada jugador gana el torneo con probabili- -

.dad un medio (es decir, Prob{y;(e*) > y;(e*)} = 1/2), si el capataz quiere
inducir a los trabajadores a participar en el torneo debera escoger salarios
que satisfagan
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1 1 .
EwA + EWB —gle*) > U,. 2.2.7)

Suponiendo que U, sea lo suficientemente pequefia como para que el
capataz quiera inducir a los trabajadores a participar en el torneo, éste
escogerd los salarios que maximicen el beneficio esperado, 2¢* —wa — wp,
sujeto a (2.2.7). En el 6ptimo, (2.2.7) se satisface con igualdad:

wg =2U, +2g(e*) —w4. (2.2.8)

El beneficio esperado es entonces 2e* — 2U, — 2g(e*), de forma que el
capataz quiere escoger unos salarios tales que el esfuerzo inducido, ¢*,
maximice e* — g(e*). El esfuerzo inducido éptimo, por tanto, satisface
la condici6én de primer orden ¢'(e*) = 1. Sustituyendo esto en (2.2.6) se
obtiene que el premio 6ptimo, w4 — wg, es una solucién de

(wa — wp) / Fede; = 1,

y (2.2.8) determina entonces w4 y wp.

2.3 Juegos repetidos

En esta seccién analizamos si las amenazas y promesas sobre el comporta-
miento futuro pueden influir en el comportamiento presente en situacio-
nes que se repiten en el tiempo. Buena parte de lo que hay que entender
en estas situaciones se ha visto ya en el caso de dos periodos; pocas ideas
nuevas se requieren para entender los juegos con un horizonte infinito.
Hemos definido también el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Esta
definicién tiene una expresién mas sencilla para el caso especial de los jue-
gos repetidos que en el general de los juegos dindmicos con informacién
completa que consideramos en la seccién 2.4.B. La introducimos aqui para
facilitar la exposicién posterior.

2.3.A Teoria: Juegos repetidos en dos etapas

Consideremos el dilema de los presos dado en forma normal de la figura
2.3.1. Supongamos que hay dos participantes en este juego que deciden
simultdneamente en dos ocasiones, habiendo observado el resultado de la
primera decisién antes de decidir por segunda vez, y supongamos que las

E
|

Juegos repetidos / 81

ganancias del juego completo son simplemente la suma de las ganancias
de cada etapa (es decir, no hay descuento).

Jugador 2
L D
I | 1,1{50
Jugador 1
Dy | 05(44
Figura 2.3.1
Jugador 2
L D,
I | 22(6,1
Jugador 1
Dy | 1,6/55
Figura 2.3.2

Llamaremos a este juego repetido el dilema de los presos en dos etapas.
Este juego pertenece a la clase de los juegos analizada en la seccién 2.2.A.
Aqui los jugadores 3 y 4 son idénticos a los jugadores 1y 2, los espacios
de acciones A3 y A4 son idénticos a A; y A y las ganancias u;(a1,a0,a3,a4)
son simplemente la suma de las ganancias en la primera etapa (a,a)
y en la segunda etapa (a3,a4). Ademds, el dilema de los presos en dos
etapas satisface el supuesto que hicimos en la seccién 2.2.A: para cada
resultado factible de la primera etapa del juego, (a1,a,), el juego restante
en la segunda etapa entre los jugadores 3 y 4 tiene un tnico equilibrio
de Nash, que denotamos por (a3(a1,a),a5(a1,a2)). De hecho, el dilema
de Jos presos en dos etapas satisface este supuesto de forma clara, como
seguidamente indicamos. En la seccién 2.2.A permitimos la posibilidad de
que el equilibrio de Nash del juego restante en la segunda etapa dependa
delresultado de la primera etapa —de aqui la notacién (a3(a1,a2),a%(a1,a2))
en vez de simplemente (a},a}). (En el juego de los aranceles, por ejemplo,
las cantidades de equilibrio escogidas por las empresas en la segunda
etapa dependian de los aranceles escogidos por los gobiernos enla primera
etapa.) Sin embargo, en el dilema de los presos en dos etapas, el tinico

J/
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equilibrio del juego de la segunda etapa es (I1,/2), independientemente
del resultado de la primera etapa.

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 2.2.A para calcular el
resultado perfecto en subjuegos de tal juego, analizamos la primera etapa
del dilema de los presos en dos etapas teniendo en cuenta que el resultado
del juego restante en la segunda etapa sera el equilibrio de Nash de ese
juego, es decir, (I1,12) con ganancias de (1,1). Por tanto, la interaccién en
la primera etapa entre los jugadores en el dilema de los presos en dos
etapas se concreta en el juego de una jugada de la figura 2.3.2, en el que
las ganancias (1,1) de la segunda etapa se han sumado a cada par de
ganancias de la primera etapa. El juego dela figura 2.3.2 tiene también un
tnico equilibrio de Nash: (/3,/3). Por tanto, el tinico resultado perfecto en
subjuegos del dilema de los presos en dos etapas es (I1,3) en la primera
etapa, seguido de (I1,];) en la segunda etapa. No se puede conseguir
cooperacién, es decir, (D1,D;) en ninguna etapa del resultado perfecto en
subjuegos.

Este argumento contintia siendo vélido en situaciones mds generales.

(Aqui nos apartamos momenténeamente del caso de dos periodos para
permitir cualquier numero finito de repeticiones, T.) Denotemos con
G = {A4,..., An; w1, . .. un} Un juego estatico con informacién completa
en el que los jugadores 1 a n escogen simultdneamente las acciones a1 a ax
de los espacios de acciones A4; a A, respectivamente, siendo las ganancias
ui{ai, . ..,as) @ un(ay, ... ,an). Llamaremos al juego G, juego de etapa del
juego repetido.
Definicién. Dado un juego de etapa G, G(T) denota el juego repetido fini-
tamente en el que G se juega T veces, habiendo los jugadores observado los
resultados de todas las jugadas anteriores antes de que empiece la siguiente. Las
ganancias de G(T) son simplemente la suma de las ganancias de los T juegos de
etapa.

Proposicién. Si el juego de etapa G tiene un tinico equilibrio de Nash, entonces,
para cualquier T finito, el juego repetido G(T') tiene un vinico resultado perfecto
en subjuegos: en cada etapa se juega el equilibrio de Nash de G.13

13 ge obtienen resultados andlogos si el juego de etapa G es un juego dindmico con in-
formacién completa. Supongamos que G es un juego dindmico con informacién completa y
perfecta de la clase definida en la seccién 2.1.A. 5i G tiene un tnico resultado por induccién
hacia atrds, G(T) tiene un tinico resultado perfecto en subjuegos: en cada etapa se juega el
resultado por induccién hacia atrds de G. Similarmente, supongamos que G es un juego en
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Volvemos ahora al caso de dos periodos, pero consideramos la posi-
bilidad de que el juego de etapa G tenga muiltiples equilibrios de Nash,
como en la figura 2.3.3. Las estrategias denominadas I; y C; imitan al
dilema de los presos de la figura 2.3.1, pero las estrategias denominadas
D; han sido afiadidas al juego de forma que ahora existen dos equilibrios
de Nash en estrategias puras: (I1,/2) como en el dilema de los presos, y
ahora ademads (D7,D,). Naturalmente, es artificial afiadir un equilibrio al
dilema de los presos de esta manera, pero nuestro interés en este juego
es mas expositivo que sustantivo. En la préxima seccién veremos que
los juegos repetidos infinitamente comparten este espiritu de equilibrios
muiltiples, incluso si los juegos de etapa que se repiten infinitamente tienen
un tnico equilibrio de Nash, como en el dilema de los presos. Por tanto, en
esta seccién analizamos un juego de etapa artificial en el contexto simple
de dos periodos, y nos preparamos con ello para el andlisis posterior de
un juego de etapa con interés econémico, en un contexto con horizonte
infinito.

L, C D

I (13{5,0]0,0
c1105)4,4(0,0
D1]0,0{0,0{38)

Figura 2.3.3

Supongamos que el juego de etapa de la figura 2.3.3 se juega dos veces,
habiendo los jugadores observado el resultado de la primera etapa antes
de que empiece la segunda. Demostraremos que existe un tinico resultado
perfecto en subjuegos de este juego, en el que el par de estrategias (Cy,C»)
se juega en la primera etapa.'* Como en la seccién 2.2.A, supongamos que

dos etapas de la clase definida en la seccién 2.2.A. Si G tiene un tnico resultado perfecto en
subjuegos, entonces G(T") tiene un tinico resultado perfecto en subjuegos: en cada etapa se
juega el resultado perfecto en subjuegos de G.

4Estrictamente hablando, hemos definido la nocién de resultado perfecto en subjuegos
s6lo para la clase de juegos definida en la seccion 2.2.A. El dilema de los presos en dos etapas
pertenece a esta clase, porque para cada resultado factible del juego de la primera etapa existe
un tnico equilibrio de Nash en el juego que queda en la segunda etapa. Sin embargo, el
juego en dos etapas repetido, basado en el juego de etapa de la figura 2.3.3 no pertenece a
esta clase, porque el juego de etapa tiene miiltiples equilibrios de Nash. No vamos a extender
formalmente la definicién del resultado perfecto en subjuegos de forma que sea aplicable a
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en la primera etapa los jugadores preven que el resultado de la segunda
etapa serd un equilibrio de Nash del juego de etapa. Puesto que este
juego de etapa tiene mds de un equilibrio de Nash, ahora es posible que
los jugadores prevean que a resultados diferentes en la primera etapa
les siguen equilibrios diferentes del juego de etapa en la segunda etapa.
Supongamos, por ejemplo, que los jugadores prevén que (D1,Dy) seré el
resultado de la segunda etapa si el de la primera etapa es (C1,Cy), pero
que (I},I) seré el resultado de la segunda etapa si el resultado de la
primera etapa es cualquiera de los ocho restantes. La interaccion entre
los jugadores en la primera etapa se concreta entonces en el juego de una
etapa dela figura 2.3.4, donde (3,3) se hasumado a la casilla (Cy,C2) y (1,1)
se ha sumado a las otras ocho casillas.

L, Cy Dy

I 122|611,
C111,6(7,7]1,1
Dy|1,1(1,1{44

Figura 2.3.4

Existen tres equilibrios de Nash con estrategias puras en el juego
de la figura 2.3.4: (I,1), (C1,C2) y (Dy,D7). Como en la figura 2.3.2,
los equilibrios de Nash de este juego de una etapa corresponden a los
resultados perfectos en subjuegos del juego repetido original. Denotemos
con ((w,z),(y,2)) un resultado del juego repetido: (w,z) en la primera etapa
y (y,2) en la segunda. El equilibrio de Nash (I1,1;) de la figura 2.3.4
corresponde al resultado perfecto en subjuegos ((I1,1),(I1,1)) del juego
repetido, puesto que el resultado previsto en la segunda etapa es (I1,12)
como consecuencia de cualquier resultado en la primera etapa excepto de
(C1,0,). De la misma forma, el equilibrio de Nash (D;,D») de la figura
2.3.4 corresponde al resultado perfecto en subjuegos ((D1,D9) (I1,17)) del
juego repetido. Estos dos resultados perfectos en subjuegos del juego
repetido simplemente enlazan los resultados de los equilibrios de Nash
de los juegos de etapa, pero el tercer equilibrio de Nash de la figura
2.3.4 genera un resultado cualitativamente diferente: (Cy,Cy) de la figura

en primer lugar porque el cambio en las definiciones es

todo juego en dos etapas repetido,
en las secciones 2.3.B y 2.4.B aparecen definiciones

mindsculo y, en segundo lugar, porque
incluso més generales.

o T
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2.3.4 corresponde al resultado perfecto en subjuegos ((Cy,C5),(D1,D,)) del
juego repetido, puesto que el resultado previsto en la segunda ,etapa es
(Dl,[?z) como consecuencia de (C7,C5). Porlo tanto, como hemos afirmado
anteriormente, se puede alcanzar la cooperacién en la primera etapa de
un resultado perfecto en subjuegos del juego repetido. Esto es un ejemplo
de un resultado mds general: si G = {Ay,...,4,;uq,... /Un} €5 un juego
estdtico con informacién completa que tiene multiples equilibrios, pueden
existir resultados perfectos en subjuegos del juego repetido G(YI’) en los
que, para cualquier ¢ < T, el resultado de la etapa ¢ no es un equilibrio
de Nash de . Volveremos sobre esta idea en el andlisis de un juego con
horizonte infinito en la préxima seccién.
La conclusion principal que debemos sacar de este ejemplo es que
las amenazas o las promesas creibles sobre el comportamiento futuro
pueden influir en el comportamiento presente. Sin embargo, desde otra
perspectiva, puede que quizds el concepto de perfeccién en subjuegos
no 'utilice una definicién de credibilidad lo suficientemente fuerte. Al
derivar el resultado perfecto en subjuegos ((C1,C»),(D1,D5)), por ejemplo
hemos supuesto que los jugadores prevén que (D1,D;) serd el resultadc;
de la segunda ronda si el resultado en la primera etapa es (C1,C5), y que
(I1,I2) serd el resultado en la segunda etapa si el de la primerla ro’ndg es
cualquiera de los ocho restantes. Perojugar (I1,]5) enlasegunda etapa, con
unas ganancias de (1, 1), puede parecer poco atractivo cuando (D; ,Dz)
con una ganancia de (3, 3), estd también disponible como equilibri,o dé
Nash del juego de etapa que queda. Dicho en términos poco precisos
pareceria natural que los jugadores renegociaran.'® Si (Cy,C,) no es ei
resultado de la primera etapa del juego, es decir si se supone que se jugara
(I,I>) en la segunda etapa, cada jugador puede pensar que lo pasado
pas}ac.io estd, y que se debe jugar el equilibrio del juego de etapa (D; Dzs
unanimemente preferido. Pero si (D;,D,) va a ser el resultado d,e la
segunda etapa independientemente de cuél sea el resultado en la primera
?‘onda, el incentivo para jugar (C1,C,) en la primera etapa desaparece: la
Interaccion entre los dos jugadores en la primera etapa se reduce al juego
Fle una etapa en el que la ganancia (3, 3) se ha sumado a cada casilla del
juego de etapa de la figura 2.3.3, de forma que I; es la mejor respuesta a
Cj del jugador i.

15 : . .
negocl;cz%r:)oz 1(11;2 613: 1Ir;§;<aec;:o plorque “renegociar” s.ugiere que hay comunicacién (o incluso
- anéhps)is e 'y la seiund,a etapa. Si esto fuera posible, deberia afiadirse a
L poz andlsis ¢ "]uego. qui suponemos que no es asi, de forma que lo que
gociar” no es otra cosa que un gjercicio de introspeccién.
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L C Dy P, @
1, [11]5,0[00]0,0]0,0]
¢, 10,54,40,0(0,0(0,0
D,10,0]0,0|3310,0/0,0
P110,0[0,0{0,0/4,5100

Q110,010,0(00(0,0(34

Figura 2.3.5

Para acercarnos a la solucién de este problema de re‘n.e'gociacic’)nt con-
sideremos el juego de la figura 2.3.5, que es aun mas art1f1c1a} que el ]ueg,o
de la figura 2.3.3. Una vez méds, nuestro interés en este juego es mas
expositivo que econémico. Las ideas que estamo§ <.ie.sarrollando para Fra—
tar el tema de la renegociacién en este juego artificial se pue(%en aphcaIi
también a la renegociacién en juegos infinitamente repetidos; véase Farrel
y Maskin (1989), por ejemplo. . N ;

En este juego de etapa se afiaden las ee:,tr:%teglas P; y Q; al juego de
etapa de la figura 2.3.3. Existen cuatro equilibrios de 1.\Iash con estrategla)s
puras deljuego deetapa: (I1,2), (D1,D») y ahora también (P, P)y (Qllﬁzf .
Como antes, los jugadores prefieren unén}memente (D1,Dy) a (I.l,IZ). a;
importante atn, no hay ningtin equilibrio de Nash (z,) en la figura 2.3.
tal que los jugadores prefieran unénimementfe (z,y) a (Pl,'Pz), (Q1,Q2) 0

(D1,D7). Decimos entonces que (Dy,D,) domina en el sentido de Pagetc; a
(I1,1), y que (P,P), (Q1,Q2) Y (D4,D») estan en la frontera de P‘aT’EtO 2e3e;s
ganancias de los equilibrios de Nash del juego d<.e etapa de la fxgura .d. .

Supongamos que el juego de etapa de la figura 2.3.5 se juega gs
veces, habiendo los jugadores observado el resultad(? c'ie la primera ronda
antes de que empiece la segunda. Supongamos ad1c1ona1rf1ente. que l’f)s'
jugadores prevén que el resultado de la segunda etapa sera ‘el 51gu11ende.
(Dj,D») si el resultado de la primera etapa es (C1,Ca); (Pl,Pz? si el resultado
de la primera etapa es (Cy,w), donde w puede ser cualquier cosa n:ienos
Cy; (Q1,Q2) siel resultado de la primera etapa es (z,09), don.de z puede ser
cualquier cosa menos Cyy (D1,D2) si el resultado de la primera etapa‘es
(y,2), donde y puede ser cualquier cosa menos C1 y = puede ser cualquier
cosa menos Cy. Entonces ((C1,C2),(D1,D2)) es un res‘ultado perfecto eCn
subjuegos del juego repetido porque cada jugador obtiene 4+3 al jugar Ci
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seguido de D; pero sdlo 5+ 1/2 al jugar /; en la primera etapa (e incluso
menos con otras decisiones). Mds importante atin, el problema del ejemplo
anterior no aparece aqui. En el juego repetido en dos etapas basado en la
figura 2.3.3, la tinica forma de castigar a un jugador por desviarse en la
primera etapa era jugar un equilibrio dominado en el sentido de Pareto
en la segunda etapa, castigando también con ello al jugador que castiga.
Aqui, en cambio, existen tres equilibrios en la frontera de Pareto —uno
para recompensar el buen comportamiento de ambos jugadores en la
primera etapa y los otros dos para ser utilizados no sélo para castigar al
jugador que se desvia en la primera etapa, sino también para recompensar
al jugador que castiga. Por tanto, si se requiere una penalizacién en la
segunda ronda, no existe otro equilibrio del juego de etapa preferido por
el jugador que castiga, de forma que no se puede persuadir al jugador que
castiga de que renegocie la penalizacién.

2.3.B Teoria: Juegos repetidos infinitamente

Pasamos ahora a los juegos repetidos infinitamente. Como en el caso
de un horizonte finito, el tema principal es el de que las amenazas o las
promesas creibles sobre el comportamiento futuro pueden influir en el
comportamiento presente. En el caso de un horizonte finito vimos que si
existen equilibrios de Nash miiltiples del juego de etapa G, pueden existir
resultados perfectos en subjuegos del juego repetido G(T) en los que, para
cualquier ¢ < T, el resultado de la etapa ¢ no es un equilibrio de Nash de G.
Un resultado mds poderoso se da en los juegos repetidos infinitamente:
incluso si el juego de etapa tiene un tinico equilibrio de Nash, pueden
existir muchos resultados perfectos en subjuegos en los que ninguno de
los resultados en cada etapa sea un equilibrio de Nash de G.

Empezamos con el estudio del dilema de los presos repetido infinita-
mente. Consideramos a continuacion la clase de juegos repetidos infini-
tamente analoga a la clase de juegos repetidos finitamente definida en la
seccion anterior: un juego estatico con informacién completa, G, se repite
infinitamente, habiendo los jugadores observado los resultados de todas
las rondas anteriores antes de que empiece la etapa siguiente. Para esta
clase de juegos repetidos finita e infinitamente, definimos los conceptos
de estrategia de un jugador, de subjuego y de equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos. (En la seccién 2.4.B definimos estos conceptos para juegos
dindmicos con informacién completa en general, no sélo para esta clase
de juegos repetidos.) Utilizamos después estas definiciones para enunciar
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y demostrar el teorema de Friedman (1971) (también llamado teorema de

tradicién oral o teorema folk).16

Jugador 2
L Dy
I | 1,150
Jugador 1
D; | 05(44
Figura 2.3.6

Supongamos que el dilema de los presos de la figura 2.3.6 se repite
infinitamente y que, para cada ¢, los resultados de las ¢t — 1 jugadas ante-
riores del juego de etapa se han observado antes de que la {-ésima etapa
empiece. Sumar simplemente las ganancias de esta sucesién infinita de
juegos de etapa no proporciona una medida ttil de la ganancia de un
jugador en el juego repetido infinitamente. Recibir una ganancia de 4 en
cada periodo es mejor que recibir una ganancia de 1 en cada periodo, por
ejemplo, pero la suma de ganancias es infinita en ambos casos. Recor-
demos (en el modelo de negociacién de Rubinstein de la seccién 2.1.D)
que el factor de descuento 6 = 1/(1 + ) es el valor actual de una peseta
que se vaya a recibir en el periodo siguiente, donde r es el tipo de interés
por periodo. Dados un factor de descuento y las ganancias de un jugador
obtenidos de una sucesién infinita de juegos de etapa, podemos calcular

16 E] teorema de tradicién oral original se referia a las ganancias en todos los equilibrios
de Nash de un juego repetido infinitamente. A este resultado se le llamé teorema de tradicion
oral por ser ampliamente conocido entre los teéricos de juegos de los afios cincuenta, aun
sin que nadie lo hubiera publicado. El teorema de Friedman (1971) se refiere a las ganancias
en ciertos equilibrios de Nash perfectos en subjuegos de un juego repetido infinitamente y,
por tanto, refuerza el teorema de tradicién oral original al utilizar un criterio de solucién més
fuerte, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos en vez del equilibrio de Nash. Sin embargo,
el antiguo nombre ha prevalecido: al teorema de Friedman (y a otros resultados posteriores)
se les Ilama a veces teoremas de tradicién oral, aun cuando no hayan sido ampliamente
conocidos entre 1os te6ricos de juegos antes de ser publicados.
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el valor presente de las ganancias, es decir, la ganancia total que podria
ingresarse en un banco ahora de forma que produjera el mismo saldo al
final de la sucesion.

Definicion. Dado un factor de descuento 6, el valor presente de la sucesion
infinita de pagos m1,my,m3, . .. €s

o
;i + 01y + 627r3 +...= Z 81,
t=1

También podemos utilizar § para reinterpretar lo que llamamos un
juego repetido infinitamente como un juego repetido que se acaba después
de un namero aleatorio de repeticiones. Supongamos que al finalizar cada
etapa se lanza una moneda (trucada) para determinar si el juego se acaba
o no. Si la probabilidad de que el juego se acabe inmediatamente es p y,
por tanto, 1 — p es la probabilidad de que el juego continde al menos una
etapa mds, una ganancia de 7 a recibir en la siguiente etapa (si se juega)
tiene un valor de sélo (1 —p)x /(1 +7) antes de efectuar el lanzamiento de la
moneda correspondiente a esta etapa. Del mismo modo, una ganancia de
7 a recibir dentro en dos etapas (si ambas etapas se juegan) tiene un valor
de s6lo (1 — p)®>x /(1 + r)? antes de efectuar el lanzamiento de la moneda
correspondiente a esta etapa. Sea § = (1 — p)/(1 + r). Entonces el valor
presente 7y + 67, + 8273 +. . . refleja tanto el valor temporal del dinero como
la posibilidad de que el juego se acabe.

Consideremos el dilema de los presos repetido infinitamente en el que
el factor de descuento de cada jugador es §, y la ganancia de cada jugador
en el juego repetido es el valor presente de las ganancias del jugador en
los juegos de etapa. Demostraremos que la cooperacién, es decir, (D1,D,),
puede ocurrir en cada etapa de un resultado perfecto en subjuegos del
juego repetido infinitamente, aun cuando el tnico equilibrio de Nash
del juego de etapa es la no cooperacion, es decir, (I1,1;.) El argumento
es del mismo estilo que nuestro andlisis del juego repetido en dos etapas
basado en la figura 2.3.3 (el juego de etapa en el que afiadimos un segundo
equilibrio de Nash al dilema de los presos): si los jugadores cooperan
hoy entonces juegan un equilibrio con ganancias altas mafiana; en caso
contrario juegan un equilibrio con ganancias bajas mafana. La diferencia
entre el juego repetido en dos etapas y el juego repetido infinitamente es
que aqui el equilibrio con ganancias altas que podria jugarse mafiana no
se ha afiadido artificialmente, sino que representa continuar cooperando
a partir de mafiana y en lo sucesivo.
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Supongamos que el jugador ¢ empieza el juego repetido infinitamente
cooperando y sigue cooperando en cada juego de etapa siguiente siy sélo
si ambos jugadores han cooperado en cada ronda previa. Formalmente,
la estrategia del jugador : es:

Jugar D; en la primera etapa. En la t-ésima etapa, si
el resultado de todas las ¢ — 1 etapas anteriores ha sido
(D1,D-) entonces jugar D;; en caso contrario, jugar I;.

Esta estrategia es un ejemplo dela estrategia del disparador (trigger strategy),
llamada asi porque el jugador i coopera hasta que alguien deja de cooperar,
lo que desencadena la decisién de no volver a cooperar nunca mds. Si
ambos jugadores adoptan la estrategia del disparador, el resultado del
juego repetido infinitamente serd (D;,D,) en cada etapa. Veremos primero
que si & estd lo suficientemente cerca de uno, el hecho de que los dos
jugadores adopten esta estrategia constituye un equilibrio de Nash del
juego repetido infinitamente. Veremos a continuacién que este equilibrio
de Nash es perfecto en subjuegos, en un sentido que se precisard mas
adelante.

Para demostrar que la adopcién de la estrategia del disparador por
parte de los dos jugadores es un equilibrio de Nash del juego repetido
infinitamente, supondremos que el jugador i ha adoptado la estrategia
del disparador y demostraremos a continuacién, siempre que § esté lo
suficientemente cerca de uno, que adoptar esta estrategia es también la
mejor respuesta del jugador j. Dado que el-jugador 4 jugard I; para
siempre cuando el resultado de alguna ronda difiera de (D1,D,), la mejor
respuesta del jugador j es efectivamente jugar I; para siempre cuando el
resultado de alguna etapa difiera de (D1,D). Queda por determinar la
mejor respuesta del jugador i en la primera etapa y en cualquier etapa tal
que los resultados anteriores hayan sido (Dq,D2). Jugar I; proporcionaria
una ganancia de 5 en esta etapa, pero desencadenaria la no cooperacion
del jugador ¢ (y, por tanto, también del jugador ) en lo sucesivo, de forma
que la ganancia en cada etapa futura serfa 1. Como 1+6+62+...=1/(1-6),
el valor presente de esta sucesion de ganancias es

. 2- = -
5+6-1+6°-1+... 5+1—6

Alternativamente, jugar D; proporcionaria una ganancia de4 en esta etapa
y conducirfa a exactamente la misma eleccién entre I; y D; en la siguiente
etapa.. Llamemos V al valor presente de la sucesién infinita de ganancias
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que el jugador j recibe por realizar esta eleccion de forma éptima (ahora
y cada vez que aparezca). Si jugar D; es 6ptimo entonces

V=4+6V,

oV =4/(1-6),yaquejugar D; conduce a la misma decision en la siguiente
etapa. Sijugar I; es 6ptimo entonces
4

V=5+ 1%
como obtuvimos antes. Por tanto, jugar D; es 6ptimo si y s6lo si

4 8

R -

0 6 > 1/4. Por tanto, en la primera etapa, y en cualquier ronda tal que
todos los resultados anteriores hayan sido (D,D>), la decisién 6ptima del
jugador j (dado que el jugador ¢ ha adoptado la estrategia del disparador)
es D; siysoélosié > 1/4. Combinando esta observacién con el hecho
de que la mejor respuesta de j es jugar siempre I; cuando el resultado
de alguna etapa difiera de (D1,D;), tenemos que el que los dos jugadores
jueguen la estrategia del disparador es un equilibrio de Nash si y sélo si
6>1/4.

Vamos a ver ahora que este equilibrio de Nash es perfecto en sub-
juegos. Para hacerlo, definimos el concepto de estrategia en un juego
repetido, de subjuego en un juego repetido y de equilibrio de Nash per-
fecto en subjuegos en un juego repetido. Para ilustrar estos conceptos
con ejemplos sencillos de las secciones anteriores, los definiremos para
juegos repetidos tanto finita como infinitamente. En la seccién anterior
definimos el juego repetido finitamente G(T') basado en un juego de etapa
G = {Ay,...,An;u1, ... ,u,), un juego estdtico con informacién completa
en el que los jugadores 1 a n eligen simultineamente las acciones a; a a,
de los espacios de acciones A; a A,, respectivamente, y las ganancias son
ug(ay,...,an) @ uplay, . ..,a,). Definimos ahora el juego andlogo repetido
infinitamente.!”

(2.3.1

l?efinicién. Dado un juego de etapa G, denominamos G(co,0) al juego repetido
infinitamente en el que G se repite por siempre y los jugadores tienen el mismo

‘ 1’7 Naturalmente se puede definir también un juego repetido basado en un juego de etapa
dindmico. En esta seccién limitamos nuestra atencién a juegos de etapa estéticos para poder
presentar las ideas principales de forma sencilla. Las aplicaciones en las secciones 2.3.D
2.3.E son juegos repetidos basados en juegos de etapa dindmicos. R
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factor de descuento 6. Para cada t, los resultados de las t — 1 jugadas anteriores del
juego de etapa son conocidos antes de que empiece la t-ésima etapa. La ganancia
de cada jugador en G(c0,6) es el valor presente de las ganancias que el jugador
obtiene en la sucesion infinita de juegos de etapa.

En cualquier juego (repetido o no), la estrategia de un jugador es un
plan completo de accién, es decir, especifica una accién factible del jugador
en cada contingencia en la que le pudiera corresponder actuar. Dicho de
forma algo mds frivola, si un jugador dejara una estrategia a su abogado
antes de que el juego empezase, el abogado podria sustituir al jugador
en el juego, sin necesitar en ningin caso de instrucciones adicionales
sobre cémo jugar. En un juego estdtico con informacién completa, por
ejemplo, una estrategia es simplemente una accién. (Por esto describimos
tal juego como G = {Si,...,S;u1,...,us} en el capitulo 1, pero aqui
puede describirse también como G = {41, ..., Ap;u1, ... un}: en un juego
estdtico con informacién completa el espacio de estrategias del jugador 4,
S;, es simplemente el espacio de acciones 4;.) Sin embargo, en un juego
dindmico, una estrategia es mds complicada.

Consideremos el dilema de los presos en dos etapas analizado en la
seccién anterior. Cada jugador actia dos veces, de forma que podria
pensarse que una estrategia es simplemente un par de instrucciones (b,c),
donde b es la decision en la primera etapa y ¢ es la decisién en la segunda
etapa. Pero existen cuatro resultados posibles de la primera etapa, (I1,12),
(I1,D2)(D1,13) y (D1,D2), que representan cuatro contingencias diferentes
en las que al jugador le podria corresponder actuar. Por tanto, la estrategia
de cada jugador consta de cinco instrucciones, que indicamos mediante
(v,w,z,y,2), donde v es la decisién en la primera etapa y w,z,y y z son las
decisiones en la segunda etapa correspondientes a (I1,15), (I1,D5), (D1,15) y
(D1,D,) respectivamente. Usando esta notacion, las instrucciones “jugar b
en la primera etapa y jugar c en la segunda pase lo que pase en la primera”
se describen como (b,c,¢,c,c), pero esta notacion también puede expresar
estrategias en las que la decisién de la segunda etapa es contingente del
resultado de la primera etapa, tal como (b,¢,c,c,b), que significa “jugar b en
la primera etapa y jugar c en la segunda ronda a menos que el resultado
de la primera sea (D1,Dy), en cuyo caso jugar b”. Del mismo modo, en
el juego repetido en dos etapas basado en la figura 2.3.3, la estrategia
de cada jugador consta de diez instrucciones, una decisién en la primera
etapa y nueve decisiones contingentes en la segunda etapa, una para cada
resultado posible de la primera etapa. Recordemos que al analizar el
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juego repetido en dos etapas consideramos una estrategia en la que la
decisi6n del jugador ¢ en la segunda etapa era contingente del resultado
de la primera etapa: jugar C;-en la primera etapa y jugar I; en la segunda
a menos que el resultado de la primera sea (C;,C,), en cuyo caso jugar D,
en la segunda etapa.

En el juego repetido finitamente G(T) o en el repetido infinitamente
G(00,8), la historia del juego hasta la etapa t es el registro de las decisiones
de los jugadores desde la etapa 1 hasta la ¢t. Los jugadores podrian ha-
ber escogido (ay, . ..,a,1) en la etapa 1, (a1, ...,a,) en la etapa 2,...,y
(a1t, - .- ,an:) en la etapa t, por ejemplo, donde para cada jugador i y etapa
s la accién a;,; pertenece al espacio de acciones A;.

Definicién. En el juego repetido finitamente G(T) 0 en el juego repetido infini-
tamente G(co,9), la estrategia de un jugador determina la accién que el jugador
realizard en cada etapa para cada posible historia del Jjuego hasta la etapa anterior.

Pasemos ahora a los subjuegos. Un subjuego es una parte de un juego,
la parte que queda por jugar empezando en cualquier momento en el que
la historia completa del juego hasta entonces sea informacién del dominio
publico entre los jugadores. (M4s adelante en esta seccién damos una
definicién precisa en el caso de los juegos repetidos G(T)) y G(0,6); en la
seccién 2.4.B damos una definicion precisa para juegos dindmicos con in-
formacién completa en general.) En el dilema de los presos en dos etapas,
por ejemplo, hay cuatro subjuegos que corresponden a los juegos de la
segunda etapa que siguen a los cuatro resultados posibles de la primera
etapa. Del mismo modo, en el juego repetido en dos etapas basado en
la figura 2.3.3, hay nueve subjuegos que corresponden a los nueve re-
sultados posibles en el juego de la primera etapa. En el juego repetido
finitamente G(T) y en el juego repetido infinitamente G(co,5) la definicién
de estrategia estd intimamente ligada a la definicién de subjuego: la es-
trategia de un jugador determina las acciones que el jugador realizard en
la primera etapa del juego repetido y en la primera etapa de cada uno de
sus subjuegos.

Definicién. En el juego repetido finitamente G(T), un subjuego que empieza en
la etapa t + 1 es el juego repetido en el que G se juega T — t veces y que designamos
por G(T —t). Existen muchos subjuegos que empiezan en la etapa t+1, uno para
cada una de las posibles historias del juego hasta la etapa t. En el juego repetido
infinitamente G(co,5), cada subjuego que empieza en I etapa t + 1 es idéntico
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al juego original G(co,8). Como en el caso con horizonte finito, existen tantos
subjuegos que empiezan en la etapa t + 1 de G(00,6) como posibles historias del
juego hasta la etapa t.

Obsérvese que la t-ésima etapa de un juego repetido 1o es por si misma
un subjuego del juego repetido (suponiendo que ¢ < T en el caso finito).
Un subjuego es una parte del juego original que no sélo empieza en un
momento en que la historia del juego hasta entonces es informacién del
domino publico entre todos los jugadores, sino que también incluye todas
las decisiones posteriores a ese momento en el juego original. Analizar la
t-ésima etapa aisladamente serfa equivalente a considerar la t-ésima etapa
como la etapa final del juego repetido. Tal andlisis podria llevarse a cabo
pero no seria relevante para el juego repetido original.

Estamos ahora preparados para la definicién de equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos, la cual depende a su vez de la definicién de equili-
brio de Nash. Esta tiltima no ha cambiado desde el capitulo 1, pero ahora
apreciamos la complejidad potencial de la estrategia de un jugador en
un juego dindmico: en cualquier juego, un equilibrio de Nash es una co-
leccién de estrategias, una para cada jugador, tal que la estrategia de cada
jugador es la mejor respuesta a las estrategias de los demas jugadores.

Definicién. (Selten 1965): Un equilibrio de Nash es perfecto en subjuegos
si las estrategias de los jugadores constituyen un equilibrio de Nash en cada
subjuego. -

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es un refinamiento del
equilibrio de Nash. Es decir, para ser perfecto en subjuegos, las estrategias
de los jugadores deben ser primero un equilibrio de Nash y pasar luego
una prueba adicional.

Para demostrar que el equilibrio de Nash en las estrategias del dis-
parador del dilema de los presos repetido infinitamente es perfecto en
subjuegos, debemos demostrar que las estrategias del disparador cons-
tituyen un equilibrio de Nash en cada subjuego de este juego repetido
infinitamente. Recordemos que cada subjuego de un juego repetido infi-
nitamente es idéntico al juego completo. En el equilibrio de Nash en las
estrategias del disparador del dilema de los presos repetido infinitamente,
estos subjuegos pueden agruparse en dos clases: (i) subjuegos en los que
todos los resultados de las etapas anteriores han sido (Dy,D,), y (ii) sub-
juegos en los que el resultado de al menos una etapa anterior difiere de
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(D1,D3). Si el jugador adopta la estrategia del disparador para el juego
completo, entonces (i) las estrategias del jugador en un subjuego de la
primera clase son de nuevo la estrategia del disparador, que ya hemos
demostrado que es un equilibrio de Nash del juego completo, y (ii) las
estrategias del jugador en un juego de la segunda clase son simplemente
repetir en lo sucesivo el equilibrio del juego de etapa (I1,12), que es también
un equilibrio de Nash del juego completo. Por tanto, un equilibrio de
Nash en las estrategias del disparador del dilema de los presos repetido
infinitamente es perfecto en subjuegos.

Ganancia al jugador 2

0,5

Ganancia al
jugador 1

(6,0)

Figura 2.3.7

Aplicamos seguidamente argumentos analogos al juego repetido infi-
nitamente G(co,6). Estos argumentos conducen al teorema de Friedman
(1971) para juegos repetidos infinitamente. Para enunciar el teorema, ne-
cesitamos dos tltimas definiciones. Primero, llamamos factibles a las ga-
nancias (z1, . . . ,z,) en el juego de etapa G si son una combinacién convexa
(es decir, una media ponderada donde las ponderaciones son no-negativas
y suman uno) de las ganancias a las estrategias puras de G. El conjunto
de ganancias factibles en el dilema de los presos de la figura 2.3.6 es la
region sombreada de la figura 2.3.7. Las ganancias a las estrategias puras
(1, 1), (0, 5), 4,4 y (5, 0) son factibles. Otros pagos factibles incluyen los
pares (z,z) para 1 < z < 4, que resultan de las medias ponderadas de (1,
1)y (4, 4), y los pares (y,z) paray+z =5y 0 <y <5, que resultan de
las medias ponderadas de (0, 5) y (5, 0). Los otros pares en (el interior
de) la regién sombreada de la figura 2.3.7 son medias ponderadas de las
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ganancias de mds de dos estrategias puras. Para conseguir una media
ponderada de las ganancias de estrategias puras, los jugadores podrian
utilizar un mecanismo aleatorio publico: jugando (I3,D;) o (Dy,I2) de-
pendiendo del lanzamiento de una moneda (no trucada), por ejemplo,
consiguen ganancias esperadas de (2,5, 2,5).

La segunda definicién que necesitamos para poder enunciar el teo-
rema de Friedman es un reajuste de las ganancias a los jugadores. Con-
tinuamos definiendo las ganancias de cada jugador en el juego repetido
infinitamente G(co,6) como el valor presente de la sucesién infinita de
ganancias del jugador en el juego de etapa, pero es mas conveniente ex-
presar este valor en términos de la ganancia media de la misma sucesién
infinita de juegos de etapa, la ganancia que se tendria que recibir en cada
etapa de forma que resultara en el mismo valor presente. Sea ¢ el factor de
descuento. Supongamos que la sucesion infinita de ganancias 71,m,73, . ..
tiene un valor presente de V. Si se recibiese una ganancia 7 en cada etapa,
el valor presente serfa 7/(1 — 6). Para que 7 sea la ganancia media de
la sucesién infinita mq,m,73,... con un factor de descuento §, estos dos
valores presentes han de ser iguales, por tanto 7 = V(1 — 6). Es decir, la
ganancia media es (1 — §) veces el valor presente.

Definicién. Dado el factor de descuento 6, la ganancia media de la sucesion
infinita de ganancias my,mp,m3, .. . €s

1 -9 Zﬁ-lm. -
t=1

La ventaja de la ganancia media con respecto del valor presente es que
el primero es directamente comparable con las ganancias del juego de
etapa. En el dilema de los presos de la figura 2.3.6, por ejemplo, ambos
jugadores podrian recibir una ganancia de 4 en cada periodo. Tal sucesion
infinita de ganancias tiene una ganancia media de 4 pero un valor presente
de 4/(1 — §). Sin embargo, como la ganancia media no es mds que un
reajuste del valor presente, maximizar la ganancia media es equivalente a
maximizar el valor presente.

Estamos finalmente preparados para enunciar el resultado principal
en nuestra discusién sobre juegos repetidos infinitamente.

Teorema. (Friedman 1971): Sea G un juego finito, estdtico y con informacion
completa. Denominemos (e1, . .. e,) a las ganancias en un equilibrio de Nash de
G,y (z1,...,5,) a otras ganancias factibles cualesquiera de G. Si z; > e; para
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cada jugador i y si b estd lo suficientemente cerca de uno, existe un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos del juego repetido infinitamente G(co,6) que alcanza
(x1,.. - ,@n) como ganancia media.

Pago al jugador 2

0,5

Ganancia al
jugador 1

5,0

Figura 2.3.8

La demostracién de este teorema repite los argumentos ya dados para
el dilema de los presos repetido infinitamente, de forma que la relegamos
al apéndice. Es conceptualmente inmediato pero algo complicado de no-
tacion extender el teorema a los juegos de etapa de buen comportamiento
que no sean ni finitos ni estticos (veremos algunos ejemplos en las apli-
caciones de las tres préximas secciones). En el contexto del dilema de
los presos de la figura 2.3.6, el teorema de Friedman garantiza que puede
alcanzarse cualquier punto en la regién mds oscura de la figura 2.3.8 como
ganancia media en un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos del juego
repetido, siempre y cuando el factor de descuento esté lo suficientemente
cerca de uno.

Concluimos esta seccion esbozando dos derivaciones adicionales de la
teorfa de juegos repetidos infinitamente, que se complican al afiadirseles
la siguiente caracteristica especial del dilema de los presos. En el dilema
de los presos (de una etapa) de la figura 2.3.6, el jugador i puede estar
seguro de recibir como minimo la ganancia de 1 del equilibrio de Nash,
jugando I;. En un juego de duopolio de Cournot de una etapa (como
el descrito en la seccién 1.2.A), por el contrario, una empresa no puede
estar segura de obtener los beneficios del equilibrio de Nash produciendo
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la cantidad del equilibrio de Nash; més bien, el tinico beneficio que una
empresa puede estar segura de recibir es cero, produciendo cero. Dado
un juego de etapa arbitario G, denotamos con r; la ganancia de reserva del
jugador i —la ganancia mds alta que el jugador ¢ puede estar seguro de
recibir, hagan lo que hagan el resto de los jugadores. Debe ser el caso que
r; < e; (donde e; es la ganancia del jugador i en el equilibrio de Nash
utilizado en el teorema de Friedman), ya que si r; fuera mayor que e;, no
serfa la mejor respuesta del jugador : jugar su estrategia del equilibrio de
Nash. En el dilema de los presos, r; = e;, pero en el juego del duopolio de
Cournot (y tfpicamente), r; < e;.

Fudenberg y Maskin (1986) demuestran que en juegos con dos jugado-
res, las ganancias de reserva (r1,r;) pueden reemplazar a las ganancias de
equilibrio (eq,e;) en el enunciado del teorema de Friedman. Es decir, si
(z1,z2) es una ganancia factible de G, con z; > 7; para cada i, para ¢ lo
suficientemente cerca de uno, existe un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos de G(c0,8) que alcanza (z1,27) como ganancia media, incluso si
z; < e; para alguno de los jugadores. En juegos con mds de dos jugadores,
Fudenberg y Maskin ofrecen una condicién débil bajo la cual las ganancias
de reserva (r1, .. .,r,) pueden reemplazar a las ganancias de equilibrio en
el enunciado del teorema.

También tiene interés la siguiente pregunta complementaria: ;qué
ganancias medias pueden alcanzarse con un equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos cuando el factor de descuento no esté lo “suficientemente
cerca de uno”? Una manera de abordar esta cuestion es considerar un
valor fijo de § y determinar las ganancias medias que pueden alcanzarse
si los jugadores usan las estrategias del disparador que se desplazan para
siempre al equilibrio de Nash del juego de etapa después de cualquier
desviacion. Valores menores de § hacen que una penalizacion que empiece
en el préximo periodo sea menos efectiva para evitar una desviacion en
este periodo. No obstante, los jugadores pueden tipicamemte hacer algo
mejor que simplemente jugar un equilibrio de Nash del juego de etapa.
Un segundo enfoque, iniciado por Abreu (1988), se basa en la idea de
que la forma mds efectiva de evitar que un jugador se desvie de una
estrategia propuesta es amenazarlo con administrar la penalizacién crefble
més dura en el caso que se desvie (es decir, amenazar con responder a
una desviacién jugando el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos del
juego repetido infinitamente que proporciona la ganancia menor entre
todos esos equilibrios al jugador que se desvia). En la mayoria de juegos,
desplazarse para siempre al equilibrio de Nash del juego de etapa no es
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la penalizacién creible més fuerte; por tanto, utilizando el enfoque de
Abreu pueden alcanzarse ganancias medias que no podrian alcanzarse
utilizando el enfoque de la estrategia del disparador. En el dilema de
los presos, sin embargo, el equilibrio de Nash del juego de etapa genera
unas ganancias de reserva (esto es, e; = ;) tales que los dos enfoques son
equivalentes. En la préxima seccién damos ejemplos de los dos enfoques.

Apéndice

En este apéndice demostramos el teorema de Friedman. Sea (a.1, - - - ,6¢x)
el equilibrio de Nash de G que proporciona las ganancias de equilibrio
(e1,...,en). Del mismo modo, sea (a.1,-.-,a:») la coleccion de acciones
que proporciona las ganancias factibles (z1, . . . ,x,). (La tltima notacion es
s6lo indicativa porque ignora el mecanismo aleatorio publico tipicamente
necesario para alcanzar cualquier ganancia factible.) Consideremos la
siguiente estrategia del disparador en el caso del jugador i:

Jugar a.; en la primera etapa. En la t-ésima etapa, si
el resultado de todas las ¢ — 1 etapas anteriores ha sido
(az1, - - - 0zn) jUgAT ag;; €n caso contrario jugar a;.

Si ambos jugadores adoptan esta estrategia, el resultado en cada etapa del
juego repetido infinitamente sera (a1, . . .,0z). Argumentamos primero
que si § estd lo suficientemente cerca de uno, el que los jugadores adopten
esta estrategia constituye un equilibrio de Nash del juego repetido. Ar-
gumentamos a continuacién que esta estrategia es un equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos.

Supongamos que todos los jugadores excepto el jugador i han adop-
tado la estrategia del disparador. Dado que los demads jugaran siempre
(el - - Oe,i—1/0e i+1s - - - Qen) Siempre si el resultado de alguna etapa di-
fiere de (a,1, - - - ,azn), Ia mejor respuesta del jugador ¢ es jugar siempre a.;
si el resultado en alguna ronda difiere de (a,1, . . . ,azs). Queda por deter-
minar la mejor respuesta del jugador i en la primera ronda y en cualquier
etapa en la que todos los resultados anteriores hayan sido (a1, - - - ,@zn)-
Sea aq4; la mejor desviacién de (a,1, - - . ,6zn) que puede adoptar el jugador
1. Bsto es, aq; es una solucién de

max i@g1, - -+ 0a,ic1,0i/0g 541, - - - Oxn)-

a; €A

Sea d; la ganancia a ¢ con esta desviacion: d; = ui(ag1, - - - ,0z,i—1,0di/@z,i+1
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s+ -+, Gzn). (Ignoramos de nuevo el papel del mecanismo aleatorio: la me-

F (dado que los demds jugadores han adoptado la estrategia del disparador)
! | jor desviacién y su ganancia pueden depender de qué estrategia pura
|

es aq; siy sélosid > (d; — z;)/(d; — e;).

haya seleccionado el mecanismo aleatorio.) Tenemos que d; > z; =
ui(awll sz i1 Oy Qg ity - -y Azn) > €5 = ui(ae]/ e sBen).
Jugar aq; proporcionard una ganancia de d; en esta etapa pero desen-

Combinando esta observacion con el hecho de que la mejor respuesta
de i es jugar a.; para siempre si el resultado de alguna etapa difiere de
(az1, . . .,azn), concluimos que jugar la estrategia del disparador por parte

1

;1

é‘& o cadena (a1, - . - Qe i—1,0e,i+1, - - - Ben) €N 10 SUCESIVO pOT parte de los demds
l ’ | jugadores, ante lo cual la mejor respuesta del jugador ¢ es a.;, de forma
I ‘ que la ganancia en cada etapa futura sera e;. El valor presente de esta
\f sucesion de ganancias es

de todos los jugadores es un equilibrio de Nash si y s6lo si

d; — T

§ > max ——=,
1 i — €;

Como d; > z; > e;, debe ocurrir que (d; — z;)/(d; —e;) < 1 para cada i,

de forma que el valor méximo de esta fraccién para cualquier jugador sea

| d dena la mi esta de los también estrictamente menor que 1.
i i iacié a misma respu L
(Dado que cualquier desviacion desencadena P Queda por demostrar que este equilibrio de Nash es perfecto en sub-

Asj (inica desviacién que necesitamos considerar es la mas . ) ] i .
demds jugadores, la tinic 9 juegos. Es decir, que las estrategias del disparador deben constituir un

; ivam i ; i A una ganancia de z; g .
ventajosa.) Alternatlva.m’ente, jugar amt pfopo'rcrllimZIreacciénge e o va ' equilibrio de Nash en cada subjuego de G(co,5). Recordemos que cada
en esta etapa y conducird a exactamente la misma @ Y ol subjuego de G(oo,5) es idéntico al propio G(co,6). En el equilibrio de Nash

o s te de las ganancias . . .

b en la siguiente ronda. Ll?r.nemccl)s con VI; 1 valorlpr(?feén teimameri;te (ahora con estrategias del disparador estos subjuegos pueden agruparse en dos
; i . ) .

' del juego de etapa que el jugador i recibe por elegir 6p clases: (i) subjuegos en los que los resultados de las etapas anteriores han

o
di+(5-ei+(52-ei+...:di+i_—66i.

1‘2 ot y cada vez que tenga que hacerlo en lo sucesivo). Si jugar a; es Gptimo, sido(a,1, . . .,azn), y (ii) subjuegos en los que el resultado de al menos una
{ ‘ entonces etapa difiere de (a1, .. .,a0n). Si los jugadores adoptan la estrategia del
{. (. disparador en el juego completo, (i) las estrategias de los jugadores en un
! . Vi=zi+ oV, subjuego de la primera etapa son de nuevo las estrategias del disparador
’ oV; =z;/(1 — ). Sijugar aq; es 6ptimo, entonces que, tal como acabamos de demostrar, constituyen un equilibrio de Nash

del juego completo, y (i) las estrategias de los jugadores en un subjuego de
Vi =d; + Lei,' la segunda clase consisten simplemente en repetir el equilibrio del juego
¢ 1-46 d - s el ;
e etapa (a1, - . . ,aen), lo que también es un equilibrio de Nash del juego
completo. Por tanto, el equilibrio de Nash con estrategias del disparador
del juego repetido infinitamente es perfecto en subjuegos.

{ como obtuvimos previamente. (Supongamos que el mecanismo aleato-
| rio no estd correlacionado serialmente. Es suficiente entonces que d; sea
\ Co la ganancia mayor a la mejor desviacion del jugador i entre las diferen-

tes combinaciones de estrategias puras seleccionadas por el mecanismo

: ‘ ) ) 2.3.C Colusién entre duopolistas de Cournot
l aleatorio.) En consecuencia, jugar a,; es 6ptimo si y sélo si

Recordemos el juego de Cournot estitico de la seccién 1.2.A: Si la
cantidad agregada es Q = ¢; + ¢, €l precio de equilibrio es P(Q) = a — Q,
suponiendo que @ < a. Cada empresa tiene un coste marginal ¢y no tiene

; 5 Friedman (1971) fue el primero en demostrar que podria alcanzarse la
1-3 2 di+ 1-¢s% cooperacion en un juego repetido infinitamente utilizando estrategias que
i o consistieran en elegir para siempre el equilibrio de Nash del juego de etapa
i después de cualquier desviacién. Originalmente se aplicé a los casos de
H; 5> di — % . colusién en un oligopolio de Cournot, del siguiente modo:
l' B T di—e

Por tanto, en la primera etapa, y en cualquier etapa tal que todos los resul-
tados anteriores hayan sido (a1, . . . ,azn), la decisién 6ptima del jugador ¢
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costes fijos. Las empresas escogen sus cantidades simultdneamente. En el
tinico equilibrio de Nash, cada empresa produce una cantidad (a — c)/3,
a la que llamaremos la cantidad de Cournot y denotaremos por ¢.. Dado
que en equilibrio la cantidad agregada, 2(a—c)/3 es mayor que la cantidad
de monopolio, gm = (a — ¢)/2, ambas empresas estarian mejor si cada una
produjera la mitad de la cantidad de monopolio, ¢; = ¢m /2.

Consideremos el juego repetido infinitamente basado en este juego
de etapa de Cournot, cuando las dos empresas tienen el mismo factor de
descuento 6. Calculemos ahora los valores de 4 para los que, cuando las
dos empresas juegan la siguiente estrategia, llegamos a un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos de este juego repetido infinitamente:

Producir la mitad de la cantidad de monopolio, ¢ /2, en
el primer periodo. En el ¢-ésimo periodo, producir ¢ /2
si ambas empresas han producido ¢,,/2 en cada uno de
los t — 1 periodos anteriores; en caso contrario, producir
la cantidad de Cournot, g..

Puesto que el argumento es paralelo al dado para el dilema de los presos
de la seccién anterior, seremos breves en la discusion.

El beneficio que obtiene una empresa cuando ambas producen ¢, /2 es
(a—c)?/8, que denotaremos por 7., /2. Elbeneficio de una empresa cuando
ambas producen ¢. es (a — /9, que denotaremos por 7. Finalmente, si
la empresa i va a producir g, /2 en este periodo, la cantidad que maximiza
los beneficios de la empresa j en este periodo es una solucién de

, 1
max (a 4~ 5m ~ c) q;
qj

La solucién es g; = 3(a — ¢)/8, con un beneficio de 9(a — c)?/64, que
denotamos mediante 74 (“d” por desviacién). Por tanto, que las dos
empresas jueguen la estrategia del disparador expuesta anteriormente es
un equilibrio de Nash siempre que

1
-6 2'" 1-6
analoga a (2.3.1) en el analisis del dilema de los presos. Sustituyendo los

valores de 7., 4 y 7. en (2.3.2) obtenemos que 6 > 9/17. Por las mismas
razones que en la secci6n anterior, este equilibrio de Nash es perfecto en

Z T4 + - T, (2.3.2)

subjuegos.
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También podemos preguntarnos qué pueden conseguir las empresas si
8 < 9/17. Exploraremos los dos enfoques descritos en la seccién anterior.
Determinamos en primer lugar, para un valor dado de §, la cantidad
mds rentable que las empresas pueden producir si ambas siguen una
estrategia del disparador que transforman para siempre en la cantidad de
Cournot después de cualquier desviacién. Sabemos que estas estrategias
no pueden seguirse con una cantidad tan baja como la mitad de la cantidad
de monopolio, mientras que para cualquier valor de §, repetir la cantidad
de Cournot para siempre es un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.
Por tanto, la cantidad més rentable que puede darse con las estrategias del
disparador estd entre ¢,,, /2y g.. Para calcular esta cantidad, consideramos
la estrategia del disparador siguiente:

Producir ¢* en el primer periodo. En el t-ésimo periodo,
producir ¢* si ambas empresas han producido ¢* en cada
uno de los ¢t — 1 periodos anteriores; en caso contrario,
producir la cantidad de Cournot, g..

El beneficio de una empresa si ambas juegan ¢* es (a — 2¢* — c)¢*, que
denotaremos mediante 7*. Sila empresa i va a producir ¢* en este periodo,
la cantidad que maximiza los beneficios de la empresa j en este periodo
es una solucién de

max (a—gq; —q" = og;.
7
La solucién es ¢; = (a — ¢* — ¢)/2, con un beneficio de (a — ¢* — c)?/4, que
de nuevo denotamos por 4. Que las dos empresas jueguen las estrategias
del disparador dadas anteriormente es un equilibrio de Nash siempre que

1 . ) ?

—_ . > - .

s T _71’d+1_5 (ol
Despejando ¢* en la ecuacién de segundo grado resultante se obtiene que
el valor menor de ¢* para el que las estrategias del disparador dadas
anteriormente son un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es

. 9-56
~309-9)

que decrece monétonamente con 6, tiende a g, /2 cuando é tiende a 9/17
y tiende a ¢. cuando § tiende a cero.

q (e — o),
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Exploramos ahora el segundo enfoque, que incluye la amenaza de
hacer efectiva la penalizacién més fuerte creible. Abreu (1986) aplica esta
idea a unos modelos de Cournot mds generales que el nuestro, utilizando
un factor de descuento arbitrario; nosotros simplemente demostramos
que el enfoque de Abreu permite que en nuestro modelo se obtenga el
resultado de monopolio cuando § = 1/2 (que es menor que 9/17). Consi-
deremos la siguiente estrategia del “palo y la zanahoria”):

Producir la mitad de la cantidad de monopolio, ¢, /2, en
el primer periodo. En el t-ésimo periodo, producir ¢m /2
si ambas empresas produjeron ¢, /2 en el periodo ¢ — 1,
gm /2 si ambas empresas produjeron z en el periodo ¢ — 1,
y z en cualquier otro caso.

Esta estrategia incluye una fase de penalizacién (de un periodo) en la que
la empresa produce z y una fase de colusion (potencialmente infinita) en la
que la empresa produce ¢, /2. Si cualquiera de las dos empresas se desvia
dela fase de colusién, empieza la fase de penalizacién. Sicualquiera delas
dos empresas se desvia de la fase de penalizacion, ésta vuelve a empezar.
Si ninguna empresa se desvia de la fase de penalizacién, empieza de nuevo
la fase de colusién.

El beneficio de una empresa si ambas producen z es (a — 2z — c)z, que
denotaremos mediante 7(z). Sea V(z) el valor presente de recibir 7(z) en
este periodo y la mitad del beneficio de monopolio en lo sucesivo:

6 1
Viz) = w(z) + -5 2™
Si la empresa i va a producir z en este periodo, la cantidad que maximiza
el beneficio de la empresa j este periodo es la solucién de

rr;ax (a—gq; —z —clgj.
Esta solucién es ¢; = (a — = — ¢)/2, con un beneficio de (a — = — )?/4, que
denotamos por 74,(z), donde dp significa desviarse de la penalizaci6n.

Si ambas empresas juegan esta estrategia, los subjuegos del juego
repetido infinitamente pueden agruparse en dos clases: (i) subjuegos de
colusién, en los que el resultado del periodo anterior fue (g, /2,qm/2) 0
(z,x), y (ii) subjuegos de penalizacién, en los que el resultado del periodo
anterior no fue ni (gm/2,gm/2) ni (z,2). Para que el que las dos empresas
jueguen la estrategia del palo y la zanahoria sea un equilibrio de Nash
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perfecto en subjuegos, esta estrategia debe ser un equilibrio de Nash en
cada clase de subjuegos. En los subjuegos de colusién, cada empresa
debe preferir recibir la mitad del beneficio de monopolio en lo sucesivo a
recibir 74 este periodo y el valor presente por penalizacién en el periodo
siguiente:

1 1
En los subjuegos de penalizacién, cada empresa debe preferir administrar
el castigo a recibir 7,4, este periodo y empezar de nuevo la penalizacién
en el siguiente periodo:

Viz) > map(zx) + 6V (). (2.3.4)
Sustituyendo V' (z) en (2.3.3) obtenemos

1 1
é (Eﬂ‘m — 7r(:c)> > Tg - Ewm.

-Es decir, lo que se gana en este periodo por desviarse no debe ser mayor

que el valor descontado de la pérdida en el periodo siguiente debida a
la penalizacién. (Siempre y cuando ninguna de las empresas se desvie
de la fase de penalizacién, no hay ninguna pérdida a partir del siguiente
periodo, ya que la fase de penalizacion termina y las empresas vuelven
al resultado de monopolio, como si no hubiera habido desviacién.) Del
mismo modo, (2.3.4) puede reescribirse como

6 (%Wm - 7r(:c)> > mwap — 7(x),

con una interpretacién andloga. Para 6 = 1/2, (2.3.3) se cumple siempre y
cuando z/(a — c) no esté entre 1/8 y 3/8, y (2.3.4) se cymple si z/(a — ¢)
estd entre 3/10 y 1/2. Por tanto, para § = 1/2, la estrategia del palo y la
zanahoria consigue que el resultado de monopolio sea un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos, siempre y cuando 3/8 < z/(a — ¢) < 1/2.

Existen otros muchos modelos de oligopolio dindmico que enriquecen
el modelo simple desarrollado aqui. Concluimos esta seccién discutiendo
brevemente dos clases de estos modelos: los modelos con variables de es-
tado y los modelos con supervision imperfecta. Las dos clases de modelos
tienen muchas aplicaciones que trascienden el &mbito del oligopolio; por
ejemplo, el modelo de salarios de eficiencia de la préxima seccion es un
caso de supervisién imperfecta.
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Rotemberg y Saloner (1986 y ejercicio 2.14) estudian la colusién en el
ciclo econ6mico, permitiendo que la intersecciéon con el eje de abcisas de
la funcién de demanda fluctde aleatoriamente de un periodo al otro. En
cada periodo, todas las empresas observan la interseccion con el eje de ab-
cisas de la funcién de demanda en ese periodo antes de tomar decisiones;
en otras aplicaciones, los jugadores observan otras variables de estado
al principio de cada periodo. El incentivo a desviarse de una estrategia
pactada depende tanto del valor de la demanda en este periodo como
de los posibles valores de la demanda en periodos futuros. (Rotemberg
y Saloner suponen que la demanda no estd correlacionada serialmente,
de forma que esta tltima consideracién es independiente del valor pre-
sente de la demanda, pero otros autores posteriormente han relajado este
supuesto.)

Green y Porter (1984) estudian la colusién cuando las desviaciones
no se pueden detectar perfectamente: en vez de observar las cantidades
escogidas por la otra empresa, cada empresa observa tan sélo el precio
de equilibrio del mercado, que cada periodo recibe sacudidas debidas a
una perturbacién aleatoria inobservable. En este contexto, las empresas
no pueden distinguir cudndo un precio de equilibrio bajo se debe a que
una o mds empresas se han desviado de la estrategia pactada o a que
ocurri6é una perturbacién adversa. Green y Porter examinan los equili-
brios con estrategias del disparador tales que cualquier precio por debajo
de un nivel critico dispara un periodo de penalizacién durante el cual
las empresas juegan sus cantidades de Cournot. En equilibrio, ninguna
empresa se desvia. No obstante, una perturbacion especialmente mala
puede hacer que el precio caiga por debajo del nivel critico, desencade-
nando un periodo de penalizacién. Como algunas penalizaciones ocurren
accidentalmente, las penalizaciones infinitas del tipo considerado en el
andlisis de las estrategias del disparador no son 6ptimas. Estrategias de
dos fases del tipo analizado por Abreu podrian parecer prometedoras;
efectivamente, Abreu, Pearce y Stacchetti (1986) demuestran que pueden
ser 6ptimas.

2.3.D Salarios de eficiencia

En los modelos de salarios de eficiencia, lo que producen los trabajadores
de una empresa depende del salario que la empresa paga. En el con-
texto de los paises en vias de desarrollo, esto se explicarfa porque unos
salarios mds altos podrfan conducir a una mejor nutricién; en los paises
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desarrollados, unos salarios mds altos podrian inducir a que los trabajado-
res mejor preparados solicitasen empleo en la empresa que los ofreciera,
o podrian inducir a los trabajadores ya empleados a trabajar mds intensa-
mente.

Shapiro y Stiglitz (1984) desarrollan un modelo dindmico en el que
las empresas inducen a los trabajadores a trabajar mas pagando salarios
altos y amenazando con despedir a los que sean descubiertos trabajando
poco. Como consecuencia de estos salarios altos, las empresas reducen su
demanda de trabajo, de forma que algunos trabajadores tendrdn empleo
con salarios altos mientras que otros estardn (involuntariamente) parados.
Cuanto mayor sea el nimero de trabajadores parados, mds tiempo le
llevard a un trabajador que haya sido despedido encontrar un nuevo
empleo, de forma que la amenaza de despido resulta mds efectiva. En
el equilibrio competitivo, el salario w y la tasa de paro u inducen a los
trabajadores a esforzarse, de tal forma que la demanda de trabajo de las
empresas al salario w hace que la tasa de desempleo sea exactamente .
Vamos a estudiar los aspectos de este modelo que tienen que ver con
los juegos repetidos (pero ignoraremos los relacionados con el equilibrio
competitivo) analizando el caso de una empresa y un trabajador.

Consideremos el siguiente juego de etapa. En primer lugar, la empresa
ofrece al trabajador un salario, w. En segundo lugar, el trabajador acepta o
rechaza la oferta de la empresa. Si el trabajador rechaza w, se convierte en
un trabajador independiente con un salario wy. Si el trabajador acepta w,
escoge entre realizar un esfuerzo (lo que le produce una desutilidad e) o no
(lo que no le produce desutilidad). La decisién tomada por el trabajador
sobre su esfuerzo no es observada por la empresa, pero lo que el trabajador
produce es observado tanto por la empresa como por el trabajador. La
produccién puede ser alta o baja; para simplificar, suponemos que el
nivel bajo de produccién es cero y escribimos el nivel alto como y > 0.
Supongamos que si el trabajador realiza un esfuerzo, la produccién es alta
con probabilidad 1, pero que si el trabajador no se esfuerza, la produccién
es alta con probabilidad p y baja con probabilidad 1 — p. Por tanto, en
este modelo, un nivel bajo de produccién es signo inequivoco de falta de
esfuerzo.

Si la empresa emplea al trabajador con un salario w, las ganancias a
los jugadores si el trabajador realiza un esfuerzo y la produccién es alta
son y — w para la empresa y w — e para el trabajador. Si el trabajador
no se esfuerza, e es cero; si la produccién es baja, y es cero. Suponemos
que y — e > wp > py, de forma que al trabajador le resulta eficiente estar
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empleado en la empresa y realizar un esfuerzo, aunque también le resulta
mejor ponerse de independiente a estar empleado en la empresa y no
esforzarse.

El resultado perfecto en subjuegos de este juego de etapa es mads
bien poco prometedor: dado que la empresa paga w por adelantado, el
trabajador no tiene ningtn incentivo para esforzarse, de forma que la
empresa ofrece w = 0 (o cualquier w < wy) y el trabajador escoge trabajar
como independiente. Sin embargo, en el juego repetido infinitamente, la
empresa puede inducir un esfuerzo pagando un salario w superior a wg y
amenazando con despedir al trabajador en cuanto la produccién sea baja.
Demostramos que para algunos valores de los pardmetros, la empresa
encuentra que vale la pena inducir un esfuerzo pagando ese salario.

Uno podria preguntarse por qué la empresa y el trabajador no pueden
firmar un contrato compensatorio que dependa de la produccién, de forma
que induzca al esfuerzo. Una razén por la que estos contratos podrian
no ser viables es que a un tribunal le resulta muy dificil hacer que se
cumplan, quizds porque una medida adecuada de la produccién incluye
la calidad, las dificultades inesperadas en las condiciones de produccién,
etc. De una forma mds general, es probable que los contratos contingen-
tes a determinados volitmenes de produccién sean imperfectos (mds que
completamente inviables), aunque los incentivos todavia pueden jugar un
papel en el juego repetido estudiado aqui.

Consideremos las siguientes estrategias en el juego repetido infinita-
mente, que incluyen el salario w* > wy que se determinard mds adelante.
Diremos que la historia del juego es de salario alto y produccion alta si todas
las ofertas anteriores han sido w*, todas las ofertas anteriores han sido
aceptadas y todos los niveles de produccion anteriores han sido altos. La
estrategia de la empresa es ofrecer w = w* en el primer periodo, y ofrecer
w = w* en cada periodo siguiente siempre y cuando la historia del juego
sea de salario alto, produccién alta, pero ofrecer w = 0 en caso contrario.
La estrategia del trabajador es aceptar la oferta de la empresa si w > wyg
(decidiendo trabajar como independiente en caso contrario) y realizar un

esfuerzo si la historia del juego, incluyendo la oferta presente, es de salario -

alto y produccion alta (no esforzéndose en caso contrario).

La estrategia de la empresa es andloga a las estrategias del dispara—
dor analizadas en las dos secciones anteriores: jugar cooperativamer{te
siempre y cuando todas las jugadas anteriores hayan sido cooperativas,
pero escoger en lo sucesivo el resultado perfecto en subjuegos del juego
de etapa si alguna vez se rompe la cooperacién. La estrategia del jugador
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es también andloga a estas estratégias del disparador, pero es ligeramente
mds sutil ya que el trabajador decide en segundo lugar en el juego de etapa
de decision sucesiva. En un juego repetido basado en un juego de etapa de
decision simultdnea, las desviaciones se detectan sélo al final de la ronda;
sin embargo, cuando el juego de etapa es de decisién sucesiva, una des-
viacién del primer jugador se detecta (y deberia ser contestada) durante
la misma ronda. La estrategia del trabajador es jugar cooperativamente
siempre y cuando todas las jugadas anteriores hayan sido cooperativas,
pero responder de forma éptima a cualquier desviacién de la empresa,
sabiendo que el resultado perfecto en subjuegos del juego de etapa se
jugard en todas las etapas futuras. En particular, si w # w* pero w > wy,
el trabajador acepta la oferta de la empresa pero no se esfuerza.

Derivamos ahora las condiciones bajo las cuales estas estrategias son
un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Como en las dos secciones
anteriores, el argumento consta de dos partes: (i) la derivacién de las
condiciones bajo las cuales estas estrategias son un equilibrio de Nash, y
(ii) la demostracién de que es perfecto en subjuegos.

Supongamos que la empresa ofrece w* en el primer periodo. Dada
la estrategia de la empresa, es 6ptimo para el trabajador aceptar. Si el
trabajador realiza un esfuerzo, estd seguro que producird al nivel alto,
de forma que la empresa volverd a ofrecer w* y el trabajador volverd a
enfrentarse en el periodo siguiente a la misma decisién sobre el esfuerzo
a realizar. Por tanto, si la decisién 6ptima del trabajador es esforzarse, el
valor presente de las ganancias del trabajador es

Ve = (W —e) + 6V,

oVe = (w" -¢e)/(1—-6). Sin embargo, si el trabajaélor no se esfuerza,
producird al nivel alto con probabilidad p, en cuyo caso la misma decisién
con respecto al esfuerzo se dard en el préximo periodo, pero el trabajador
producira el nivel bajo con probabilidad 1 — p, en cuyo caso la empresa
ofrecerd w = 0 en lo sucesivo, de forma que en adelante el trabajador
serd independiente. Por tanto, si no esforzarse es la decisién éptima del
trabajador, el valor presente (esperado) de las ganancias del trabajador es

vs=w*+6{pvs+<1—p>1—“j—°5},

oV, = [(1 - 8w*+ 61 — pupl/(1 — 6p)(1 — 6). Realizar un esfuerzo es
6ptimo para el trabajador si V. > V;, o
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w* > wy + W_ﬂf)—)e = wp + (l + 6_(11——%36> . (2.3.5)
Por tanto, para inducir un esfuerzo, la empresa debe pagar no s6lo wg +e
para compensar al trabajador por renunciar a la oportunidad de trabajar
como independiente y por la desutilidad del esfuerzo, sino también por
la prima salarial (1 — 6)e/6(1 — p). Naturalmente, si p estd cerca de uno (es
decir, si no esforzarse es dificilmente detectable), la prima salarial debe
ser extremadamente alta para inducir un esfuerzo. 5ip = 0, por ofra parte,
esforzarse es la decisién éptima del trabajador si

—l—(w*—e) >w* +

§
2.3.6
1-45 T—6"" @36)

andlogamente a (2.3.1) y (2.3.2) en los casos con supervision perfecta de
las dos secciones anteriores, (2.3.6) es equivalente a

(1+5)
w* >wy+ 1+ e,

6

que efectivamente es (2.3.5) con p = 0.

Incluso si (2.3.5) se cumple, de forma que la estrategia del trabajador
sea la mejor respuesta a la estrategia de la empresa, a la empresa tiene
también que merecerle la pena pagar w*. Dada la estrategia del trabajador,
el problema de la empresa en el primer periodo se concreta en escoger
entre: (1) pagar w = w*, induciendo con ello al gsfuerzo y amenazando
con despedir al trabajador si en algin momento la produccitn es baja, y
recibiendo por tanto la ganancia y — w* en cada periodo; y (2) pagar w =0,
induciendo con ello al trabajador a escoger trabajar como independiente,
y recibiendo de esta forma una ganancia igual a cero en cada periodo. Por
tanto, la estrategia de la empresa es una mejor respuesta a la del traba-
jador si

y—w*>0. ‘ 2.3.7)

Recordemos que supusimos que y—e > wy (es decir, que para el trabajador
es eficiente estar empleado por la empresa y esforzarse). Necesitamos una
condicién més fuerte si estas estrategias han de formar un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos: (2.3.5) y (2.3.7) implican

1-6

—e> — ¢,
Y 6_w0+5(1__p)e
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que puede interpretarse como la restriccion familiar de que é debe ser lo
suficientemente alta para lograr una cooperacion sostenida.

Hemos demostrado hasta ahora que si (2.3.5) y (2.3.7) se cumplen, las
estrategias que estamos considerando son un equilibrio de Nash. Para
demostrar que estas estrategias son perfectas en subjuegos, definimos
primero los subjuegos del juego repetido. Recordemos que cuando el
juego de etapa obliga a decisiones simultdneas, los subjuegos del juego
repetido empiezan entre las etapas del juego repetido. Para el juego de
etapa de decisiones sucesivas considerado aqui, los subjuegos empiezan
no s6lo entre etapas sino también dentro de cada etapa, después de que el
trabajador observa el salario que la empresa ofrece. Dadas las estrategias
de los jugadores, podemos agrupar los subjuegos en dos clases: los que
empiezan después de una historia de salario alto y produccién alta, y los
que empiezan después de todas las demds historias. Hemos demostrado
ya que las estrategias de los jugadores son un equilibrio de Nash dada
una historia de la primera clase. Queda por hacer lo mismo con una
historia del segundo tipo: como el trabajador no se esforzard nunca, es
una decisiéon 6ptima de la empresa inducir al trabajador a trabajar como
independiente; dado que la empresa ofrecerd w = 0 en la siguiente etapa 'y
en lo sucesivo, el trabajador no deberia esforzarse en esta etapa y deberia
aceptar la oferta presente sélo si w > 0.

En este equilibrio, trabajar como independiente es permanente: si se
descubre al trabajador no esforzdndose, la empresa ofrece w = 0 en lo
sucesivo; si la empresa se desvia alguna vez de ofrecer w = w*, el tra-
bajador nunca volverd a esforzarse, de forma que la empresa no puede
permitirse emplear al trabajador. Hay varias razonas para preguntarse
si es razonable que el trabajo como independi.ente sea permanente. En
nuestro modelo de una empresa y un trabajador, ambos jugadores pre-
feririan volver al equilibrio de salario alto y produccién alta del juego
repetido infinitamente, antes que jugar para siempre el resultado perfecto
en subjuegos del juego de etapa. Este es el problema de la renegociacién
presentado en la seccién 2.3.A. Recordemos que si los jugadores saben que
no se podran hacer cumplir las penalizaciones, la cooperacién inducida
por la amenaza de estas penalizaciones ya no es un equilibrio.

En el contexto del mercado de trabajo, la empresa puede preferir no
renegociar si emplea muchos trabajadores, ya que renegociar con un tra-
bajador puede estropear el equilibrio de salario alto y produccién alta que
se estd todavia jugando (o atin se ha de empezar a jugar) con los otros
trabajadores. Si hay muchas empresas, la cuestion es si la empresa j con-
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tratard a trabajadores empleados anteriormente en la empresa . Pudiera
ser que la empresa j no lo hiciera, por miedo a estropear el equilibrio de
salario alto y produccién alta logrado con sus trabajadores, como en el
caso de una tnica empresa. Algo asi puede explicar la falta de movilidad
de los administrativos jévenes y varones entre las grandes empresas en
Japon.

Alternativamente, si los trabajadores despedidos pueden siempre en-
contrar nuevos empleos que sean preferibles a trabajar como independien-
tes, el salario en esos nuevos empleos (neto de cualquier desutilidad del
esfuerzo) es el que aqui juega el papel del salario en el trabajo por libre
wp. En el caso extremo en el que un trabajador despedido no sufra nin-
guna pérdida, no existirdn penalizaciones por no esforzarse en el juego
repetido infinitamente y, por consiguiente, no existird ningtin equilibrio
de Nash perfecto en subjuegos en el que el trabajador se esfuerce. Existe
una aplicacién elegante de estas ideas en el contexto de la deuda publica
externa en Bulow y Rogoff (1989): si un pais endeudado puede conseguir
el importe de los créditos a largo plazo que recibe de los paises acreedores
mediante transacciones a corto plazo por adelantado en el mercado inter-
nacional de capitales, no hay posibilidad de penalizar el incumplimiento
de los términos de la deuda en el juego repetido infinitamente entre paises
deudores y acreedores.

2.3.E Politica monetaria estable en el tiempo

Consideremos un juego de decisiones sucesivas en el que empresarios y
trabajadores renegocian los salarios nominales, después de lo cual la auto-
ridad monetaria escoge la oferta monetaria que, asuvez, determina la tasa
de inflacién. Si los contratos salariales no pueden ser automaticamente
actualizables, empresarios y trabajadores tratardn de prever la inflacién
antes de fijar los salarios. Sin embargo, una vez se ha fijado el sala-
rio nominal, un nivel real de inflacién superior al previsto erosionard el
salario real, haciendo que los empresarios aumenten el empleo y la pro-
duccién. La autoridad monetaria, por tanto, se enfrenta a un dilema al
tener que escoger entre los costes de la inflacién y las ventajas de reducir
el paro y aumentar la produccién ante una evolucién imprevista del nivel
de inflacién.

Como en Barro y Gordon (1983), analizamos una versién en forma
reducida de este modelo en el siguiente juego de etapa. Primero, los
empresarios forman sus expectativas de inflacién, 7°. En segundo lugar,
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la autoridad monetaria observa esta expectativa y escoge el nivel real de
inflacién, 7. La ganancia de los empresarios es —(r — 7°)?. Es decir,
los empresarios quieren simplemente prever correctamente el nivel de
inflacién; alcanzan su ganancia médxima (que es cero) cuando 7 = 7¢. A la
autoridad monetaria, por su parte, le gustaria que la inflacién fuera cero
pero que la produccién estuviera en su nivel de eficiencia (y*). Escribimos
la ganancia de la autoridad monetaria como

Ulr,y) = —en? — (y — y*)?,

donde el pardmetro ¢ > 0 refleja el dilema de la autoridad monetaria entre
sus dos objetivos. Supongamos que el verdadero nivel de produccion
es la siguiente funcién del nivel de produccién deseado y de la inflacién
imprevista:

y=by* +d(m — 7°),

donde & < 1 refleja la presencia de un poder de monopolio en los mer-
cados de productos (de forma que si no hubiera inflacién imprevista, se
produciria a un nivel por debajo del de-eficiencia) y d > 0 mide el efecto de
la inflacién imprevista sobre la produccién a través de los salarios reales,
tal y como se describi6 en el parrafo anterior. Podemos entonces reescribir
la ganancia de la autoridad monetaria como

W(r,m€) = —cn? — [(b — Dy* +d(m — 792

Para hallar el resultado perfecto en subjuegos de este juego de etapa,
calculamos primero la eleccién 6ptima de = por parte de la autoridad
monetaria, dadas las expectativas de los empresarios 7°. Maximizando
W (7€) obtenemos

d
+ d?
Dado que los empresarios prevén que la autoridad monetaria escogerd
m*(r®), los empresarios escogerdn la 7° que maximice —[7*(r¢) — 7¢J?, lo
que da 7*(x¢) = 7°, 0 ¢

() = .

[(1—by* +dr°]l. (2.3.8)

e da-b

87

donde el subindice s denota “juego de etapa”. De forma similar, podria
decirse que la expectativa racional que los empresarios deben mantener

1]
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es la que serd confirmada en lo sucesivo por la autoridad monetaria, de

forma que 7*(x¢) = #°¢, y por tanto 7° = 7,. Cuando los empresarios 1 W(0,0) > W( *(0) 0) + 6 W, ) (2.3.9)
» mantienen esta expectativa ¢ = ,, el coste marginal en que incurre la T—g o= WAT R F g T e mals o
L‘ % autoridad monetaria al fijar 7 ligeramente por encima de 7, compensa que es analoga a (2.3.6).
1
|

exactamente el beneficio marginal de la inflacién imprevista. En este

resultado perfecto en subjuegos, se espera que la autoridad monetaria
cree inflacion y asi lo hace, pero estaria mejor si pudiera comprometerse a
i no crear inflacién. Efectivamente, si los empresarios tuvieran expectativas
| : racionales (es decir, 7 = n¢), una inflacién cero maximiza la ganancia de la
autoridad monetaria (es decir, W(r,7.) = —cn? —(b— 1)2y*2 cuando 7 = e,
de forma que 7 = 0 es 6ptimo). :
P Consideremos ahora el juego repetido infinitamente en el que ambos

Simplificando (2.3.9) obtenemos § > ¢/(2c + d?). Cada uno de los pa-
rametros ¢ y d tiene dos efectos. Un aumento en d, por ejemplo, hace
que la inflacién imprevista sea mds efectiva de cara al aumento de la
produccién, y resulta por tanto més tentador para la autoridad monetaria
ser indulgente con la inflacién imprevista, aunque por la misma razén, un
aumento en d también aumenta el resultado del juego de etapa =, lo que
hace que la penalizacién sea mas dolorosa para la autoridad monetaria.

e s

. . . ] i Del mismo modo, un aumento de c hace que la inflacién sea méas dolorosa,

jugadores tienen el mismo factor de descuento §. Derivaremos condicio- i por lo que la inflacién imprevista resulta menos tentadora, pero también
. . . . ) )

nes bajo las cuales « = x° = 0 en cada periodo de un equilibrio de Nash o & hace que 7, disminuya. En ambos casos, el dltimo efecto pesa mas que el

: 1 perfecto en subjuegos que incluya las siguientes estrategias. En el primer
,‘1 J} periodo, los empresarios mantienen la expectativa 7¢ = 0. En periodos
? L sucesivos mantienen la expectativa 7¢ = 0 siempre y cuando todas las

o expectativas anteriores hayan sido 7¢ = 0 y todos los niveles de inflacién
s . anteriores hayan sido efectivamente = = 0; en caso contrario, los empresa-
' [ rios mantienen la expectativa 7¢ = 7, (la expectativa racional en el juego
‘ de etapa). De forma similar, la autoridad monetaria fija 7 = 0 siempre

primero, de forma que el valor critico del factor de descuento necesario
para mantener este equilibrio, ¢/(2¢ + d?), decrece con d y crece con c.
Hasta ahora hemos demostrado que la estrategia de la autoridad mo-
netaria es una mejor respuesta a la estrategia de los empresarios si (2.3.9) se
cumple. Para demostrar que estas estrategias son un equilibrio de Nash,
queda por demostrar que la tiltima es una mejor respuesta a la primera, lo

cual se deriva de la observacién de que los empresarios obtienen su mejor
. e _ . ) : )
| y cuando la expectativa presente sea 7° = 0, todas las expectativas ante ganancia posible (que es cero) en cada periodo. Demostrar que estas es-
S . . e . . . . ‘ . _ ’
%\ . nores hay.an sido w® = 0y todos los n1vele§ de; 1nﬂac1c?n anteriores I}ayzin I trategias son perfectas en subjuegos requiere argumentos analogos a los
,52} R sido efectlvament? 7 = 0; en caso contrario, ‘a autoridad moneta.rla fija de la seccién anterior.
‘gi ol ™ = 7*(7€) (su mejor respuesta a las expectativas de los empresarios, tal
;1 ' ' como se indica en (2.3.8)).
| ‘ ; : . . . e _ . ’, . . L4 3
1 I Supc')ngamos.que los empresarios rrTantlenen la expect:atlva s 0 e 2.4 Juegos dindmicos con informacién completa pero imperfecta
H i . en el primer periodo. Dada la estrategia de los empresarios (es decir, :
Fit I . . . z
i ; la forma en que los empresarios actu‘a’hzan sus expectatlvas deﬁpues de 2.4.A Representacién de los juegos en forma extensiva
i ! dl observar el nivel verdadero de inflacién), la autoridad monetaria puede

i restringir su atencién a dos decisiones: (1) 7 = 0, lo que conducird a
}‘ Il 7¢ = 0 el periodo siguiente y, por tanto, a la misma decisién por parte de
| la autoridad monetaria en el siguiente periodo; y (2) = = 7*(0) utilizando
(2.3.8), lo que conducird a 7° = 7, en lo sucesivo, en cuyo caso la autoridad
| monetaria encontrard que es éptimo en lo sucesivo escoger 7 = 7,. En
L consecuencia, fijar m = 0 en este periodo resulta en la ganancia W (0,0) por
] ey periodo, mientras que fijar 7 = 7*(0) en este periodo resulta en la ganancia
]
1

En el capitulo 1 estudiamos juegos estdticos representdndolos en forma
normal. Analizamos ahora juegos dindmicos representdndolos en forma
extensiva.!”. Este enfoque expositivo puede hacer que parezca que los
juegos estdticos tienen que representarse en forma normal y los juegos
dindmicos en forma extensiva, pero esto no es asi. Cualquier juego puede
representarse tanto en forma normal como extensiva, aunque para algu-

W (r*(0),0) en este periodo, pero W (n,,ms) en lo sucesivo. Por lo tanto, la ,
estrategia de la autoridad monetaria es la mejor respuesta i 1% Damos una descripcién informal de la forma extensiva; para un tratamiento preciso

. =t constltese Kreps y Wilson (1982).
|
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nos juegos una de las dos formas es més apropiada que la otra. Vamos a
ver c6mo los juegos estaticos pueden representarse utilizando la forma ex-
tensiva y c6mo los juegos dindmicos pueden ser representados utilizando
la forma normal.

Recordemos de la seccién 1.1.A que la representacion en forma normal
de un juego requiere precisar: (1) los jugadores, (2) las estrategias posibles
de cada jugador y (3) las ganancias recibidas por cada jugador para cada
combinacién de estrategias posibles.

Definicién. La representacion en forma extensiva de un juego exige precisar:
(1) los jugadores, (2a) cudndo tiene que jugar cada jugador, (2b) lo que cada
jugador puede hacer cada vez que tiene la oportunidad de jugar, (2c) lo que cada
jugador sabe cada vez que tiene la oportunidad de jugar y (3) la ganancia recibida
por cada jugador para cada combinacion posible de jugadas.

Aunque no lo dijimos en su momento, en las secciones 2.1 a 2.3 hemos
analizado varios juegos representados en forma extensiva. La contri-
bucién de esta seccién consiste en describir estos juegos en forma de arbol
en vez de utilizar palabras, porque el uso de drboles a menudo facilita
tanto la explicaciéon como el anélisis.

Como ejemplo de un juego en forma extensiva, consideremos el si-
guiente representante de la clase de juegos en dos etapas con informacién
completa y perfecta presentada en la seccién 2.1.A:

1. Eljugador 1 escoge una accién a; del conjunto factible A1 = {I,D}.

2. Eljugador 2 observa a1 y escoge entonces una accion ap del conjunto
Ay ={I',D'}.

3. Las ganancias son uj(a1,a2) y u2(ay,az), como se indica en el arbol de
la figura 2.4.1.

Ganancia al jugador 1: 3 1
Ganancia al jugador 2: 1 2

—- N
o

Figura 2.4.1
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Este arbol empieza con un nodo de decision correspondiente al jugador
1, donde 1 escoge entre I 'y D. Si el jugador 1 escoge I, se llega a un nodo
de decisién del jugador 2, donde 2 escoge entre I’ y D'. Del mismo modo,
si el jugador 1 escoge D, se llega a otro nodo de decisién del jugador 2,
donde 2 escoge entre I’ y D'. Después de cada una de las decisiones de
2 se llega a un nodo terminal (es decir, el juego termina) y se reciben las
ganancias indicadas.

Es inmediato extender el drbol de la figura 2.4.1 para representar
cualquier juego dindmico con informacién completa y perfecta, es decir,
cualquier juego en el que los jugadores toman sus decisiones uno después
del otro, todas las decisiones previas son informacién del dominio ptblico
antes de realizar el siguiente movimiento y las ganancias a los jugadores
con cada combinacién factible de decisiones son informacién del domi-
nio publico. (Los espacios de acciones continuos, como en el modelo de
Stackelberg, o los horizontes infinitos, como en el modelo de Rubinstein,
presentan dificultades graficas pero no conceptuales.) Derivamos segui-
damente la representacion en forma normal del juego de la figura 2.4.1.
Concluimos por tltimo esta seccién demostrando que los juegos estéticos
pueden representarse en forma extensiva y describiendo c6mo represen-
tar en forma extensiva los juegos dindmicos con informacién completa
pero imperfecta.

Tal como parecen indicar las convenciones sobre numeracién en las
definiciones de las formas normal y extensiva, existe una intima relacién
entre las estrategias factibles de un jugador (apartado 2) dadas en la forma
normal y la descripcién de cudndo decide un jugador, qué puede hacer y
qué sabe '(apartados 2a, 2b, 2¢) en la forma extensiva. Para representar un
juego dindmico en forma normal, necesitamos traducir la informacién en
forma extensiva en términos de la descripcién del espacio de estrategias
de cada jugador en la forma normal. Para hacer esto, recordemos la
definicién de estrategia dada (formalmente) en la seccién 2.3.B:

Definicion. Una estrategia de un jugador es un plan de accion completo, es
decir, especifica una accion factible del jugador en cada contingencia en la que al
jugador le pudiera corresponder actuar.

Puede parecer innecesario exigir que la estrategia de un jugador es-
pecifique una accién factible para cada contingencia en la que al juga-
dor pudiera corresponderle decidir. Resulta claro, sin embargo, que no
podriamos aplicar la nocion de equilibrio de Nash a los juegos dindmicos
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sentacién en forma extensiva.. Denominemos las filas de la forma normal s
de acuerdo con las estrategias factibles del jugador 1 y las columnas de |
acuerdo con las estrategias factibles del jugador 2, y calculemos las ganan- R
cias a los jugadores en cada combinacion posible de estrategias, como se ]
indica en la figura 2.4.2. nE

Una vez mostrado que un juego dindmico puede representarse en Is
forma normal, pasemos seguidamente a demostrar c6mo un juego estético

En el juego de la ﬁgur‘a 241, el ]ugac;or deuede ‘Fornar fios acciones, (es decir, de decisiones simultdneas) puede representarse en forma exten-
pero posee cuatro estrateglas, puesto que hay dos contingencias diferentes siva. Para ello, nos basamos en la observacion hecha en la seccién 1.1.A

4 . 4 , [y
(concretamente, despues de observar que el jugador 1 escoge I y después : (en conexién con el dilema de los presos) de que no es necesario que los
de observar que el jugador 1 escoge D) en las que podria corresponder

. _ jugadores actien simultdneamente: es suficiente con que cada uno escoja
actuar al jugador 2. e Lz .
una estrategia sin conocer la decisién del otro, como seria el caso en el

dilema de los presos si los presos tomaran sus decisiones en celdas sepa-

?Sstrateg ia I: Si el jugador 1 juega I, entonces jugar I'; si el jugador 1 radas. Por tanto, podemos representar un juego de (digamos) decisiones :
juega D, entonces jugar I, lo que denotamos por (I,I'). ‘

simultdneas entre los jugadores 1y 2 como sigue:
Estrategia 2: Si el jugador 1 juega I, entonces jugar I’; si el jugador 1
juega D, entonces jugar D', lo que denotamos por (I’,D’).
‘ Estrategia 3: Si el jugador 1 juega I, entonces jugar D’; si el jugador 1
i juega D, entonces jugar I’, 1o que denotamos por (D', I).
- Estrategia 4: Si el jugador 1 juega I, entonces jugar D’; si el jugador 1
B ‘ 5 juega D, entonces jugar D', lo que denotamos por (D’,D’).

con informacién completa si permitiéramos que las estrategias de un ju-
gador dejaran sin especificar sus acciones en algunas contingencias. Para
que el jugador j calcule una mejor respuesta a la estrategia del jugador 4,
puede que j necesite considerar cémo actuaria i en todas y cada una de las

| contingencias, no s6lo en las contingencias que ¢ o j creen que es posible
: i ) ' que se den.

IR

1. El jugador 1 escoge una accién a; del conjunto factible A;.

2. El jugador 2 no observa la decisién del jugador 1, pero escoge una
accién ay del conjunto factible A,.

3. Las ganancias son u1(aj,a2) y uz(ay,ap).

Alternativamente, el jugador 2 podria jugar primero y el jugador 1 podria | 1
decidir sin obervar la accién de 2. Recordemos que en la seccién 2.1.B i
demostramos que un juego consiste en escoger cantidades con esta forma |
temporal y estructura informativa difiere significativamente del juego e

de Stackelberg, que tiene la misma forma temporal pero una estructura gl
ik b, de'forma que el espacio de estrategias del jugador 1 es equivalente al informativa tal que la empresa 2 observa la decisién de la empresa 1. i
it ‘ espacio de acciones 4; = {1,D}. Hemos visto que el juego de decisiones sucesivas y accién del contrario
R no observada tiene el mismo equilibrio de Nash que el juego de Cournot

| El jugador 1, sin embargo, tiene dos acciones pero sélo dos estrategias:
‘ jugar I'y jugar D. Larazén porla cual el jugador 1 sélo tiene dos estrategias
. es que sélo hay una contingencia en la que pudiera corresponder jugar al
1 1 jugador 1 (concretamente, la primera jugada, que corresponde al jugador
S

\

Jugador 2 NN . ; |
de decisién simultdnea. ; \
a,r ({',p"y (D',I')y (D',D’) N : . . - e
; | , ’ ’ ’ Para representar este tipo de ignorancia sobre los movimientos ante-
}e i I { Il 31 31 12 12 riores en un juego en forma extensiva, introducimos la nocién de conjunto
e Jugador 1 ’ ’ ’ ’ de informacién de un jugador.

|

|

_} D 21 [ 00 21 0,0 . . . . : iy

b Definicion. Un conjunto de informacién de un jugador es una coleccién de
|

nodos de decision que satisface:

Figura 2.4.2

} ; (i) al jugador le corresponde jugar en cada nodo del conjunto de informacion y

'Dados estos espacios de estrategias de los d?s jugadores, es inmediato (i) cuando en el transcurso del juego se llega a un nodo del conjunto de infor-
derivar la representacion en forma normal del juego a partir de su repre-
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macion, el jugador al que le corresponde decidir no sabe a qué nodo dentro del
conjunto de informacion se ha (o no se ha) llegado. '

v

La parte (ii) de esta definicion significa que, en un conjunto de informacion,
el jugador debe tener el mismo conjunto de acciones factibles en cada nodo
de decisi6n; en caso contrario el jugador seria capaz de inferir a partir del
conjunto de acciones disponibles si ha llegado o no ha llegado a cierto(s)

nodo(s).

Preso 1

Callarse Confesar

Preso 2 f------m-c-mmmmmmmmmmameae o ‘g Preso?2

Callarse Confesar Callarse Confesar

Figura 2.4.3

-

En un juego en forma extensiva, indicaremos que una coleccién de
nodos de decisién constituye un conjunto de informacién con una linea
discontinua, como en la representacién en forma extensiva del dilema de
los presos de la figura 2.4.3. Indicaremos a veces a qué jugador le corres-
ponde mover en los nodos del conjunto de informacién por medio de una
leyenda, como en la figura 2.4.3; alternativamente, podemos simplemente
dar nombre a la linea discontinua que une esos nodos, como en la figura
2.4.4. La interpretacién del conjunto de informacién del preso 2 en la fi-
gura 2.4.3 es que cuando al preso 2 le corresponde decidir, todo lo que sabe
es que se ha llegado al conjunto de informacién (es decir, que el preso 1
ha decidido), pero no a qué nodo se ha llegado (es decir, lo que ha hecho).
Veremos en el capitulo 4 que el preso 2 puede tener una opinién de lo que
el preso 1 ha hecho, incluso sin haberlo observado, pero ignoraremos esta
cuestion hasta entonces.
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Como segundo ejemplo del uso de un conjunto de informacién para
representar la ignorancia de las jugadas anteriores, consideremos el si-
guiente juego dindmico con informacién completa pero imperfecta:

1. Eljugador 1 escoge una accién a; del conjunto factible A; = {I,D}.

2. El jugador 2 observa a; y escoge a continuacién una accién a; del
conjunto factible 4, = {I’,D'}.

3. Eljugador 3 observa si (a1,a2) = {D,D’'} o no y escoge a continuacién
una accién a3 del conjunto factible A3 = {I”,D"}.

La representacién en forma extensiva de este juego (ignoramos las ganan-
cias para simplificar) aparece en la figura 2.4.4. En esta forma extensiva,
el jugador 3 tiene dos conjuntos de informacién: uno con un dnico ele-
mento que sigue a D por parte del jugador 1 y D’ por parte del jugador
2 y otro con més de un elemento que incluye los demds nodos en los que
le corresponde decidir al jugador 3. Por tanto, todo lo que el jugador 3
observa es si (a1,a7) = {D,D*} o no.

Figura 2.4.4

Ahora que hemos definido la nocién de conjunto de informacién, po-
demos ofrecer una definicién alternativa de la distincién entre informacién
perfecta e imperfecta. Definimos previamente la informacién perfecta di-
ciendo que en cada jugada, el jugador al que le corresponde jugar conoce
toda la historia del juego hasta ese momento. Una definicién equivalente
es que cada conjunto de informacién contiene un tnico elemento. Por
el contrario, la informacién imperfecta significa que existe al menos un
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conjunto de informacién con mas de un elemento.!® Por tanto, la represen-
tacion en forma extensiva de un juego de decisiones simultdneas (como el
dilema de los presos) es un juego con informacion imperfecta. De forma

similar, los juegos en dos etapas estudiados en la seccién 2.2.A poseen

informacién imperfecta porque las decisiones de los jugadores 1y 2 son
simultdneas, como también lo son las decisiones de los jugadores 3 y 4.
De forma més general, un juego dindmico con informacién completa pero
imperfecta puede representarse en forma extensiva utilizando conjuntos
de informacién con méds de un elemento para indicar lo que cada jugador
sabe (y no sabe) cuando le corresponde jugar, tal como hemos hecho en la
figura 2.4.4.

2.4.B Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

En la seccién 2.3.B dimos la definicion general del equilibrio de Nash per-
fecto en subjuegos. Sin embargo, aplicamos la definicién sélo a juegos
repetidos porque definimos los conceptos de estrategia y subjuego sé6lo
para los juegos repetidos. En la seccién 2.4.A dimos la definicién gene-
ral de estrategia. Presentamos ahora la definicién general de subjuego,
después de lo cual podremos aplicar la definicién de equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos a los juegos dindmicos con informacién completa
en general.

Recordemos que en la seccién 2.3.B definimos informalmente un sub-
juego como la parte del juego que queda por jugar empezando en cual-
quier momento en el que la historia completa del juego hasta entonces
sea informacién del dominio ptiblico entre todos los jugadores, y dimos
una definicién formal en el caso de los juegos repetidos que entonces
estdbamos considerando. Ofrecemos ahora una definicién formal para
juegos dindmicos con informacién completa en general, en términos de la
representacion en forma extensiva del juego.

Definicion. Un subjuego en un juego en forma extensiva

19Esta caracterizacién de la informacién perfecta e imperfecta en términos de conjuntos de
informaci6n con uno o més elementos est restringida a los juegos con informacién completa
porque, como veremos en el capitulo 4, la representacién en forma extensiva de un juego
con informacién perfecta pero incompleta tiene un conjunto de informacién con més de un
elemento. En este capitulo, sin embargo, restringimos nuestra atencién a la informacién
completa.

. T
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(a) empieza en un nodo de decision n que sea un conjunto de informacién con un
tinico elemento (pera que no sea el primer nodo de decision del juego),

(b) incluye todos los nodos de decision y terminales que siguen a n en el drbol
(pero no los nodos que no siguen an) y

(c) no intersecta a ningtin conjunto de informacion (es decir, si un nodo de
decision n’ sigue a n en el drbol, todos los otros nodos en el conjunto de
informacicn que contiene a n’ deben también seguir a n y, por tanto, deben
incluirse en el subjuego).

Debido al comentario entre paréntesis de la parte (a), no contamos el
juego completo como un subjuego, pero esto es sélo una cuestién de
estilo: eliminar ese comentario entre paréntesis de la definicién no tendria
ningtn efecto. )

Podemos utilizar el juego de la figura 2.4.1 y el dilema de los presos
de la figura 2.4.3 para ilustrar las partes (a) y (b) de esta definicién. En la
figura 2.4.1 hay dos subjuegos, que empiezan en cada uno de los nodos de
decisién del'jugador 2. En el dilema de los presos (o cualquier otro juego
de decisién simultdnea) no hay subjuegos. Para ilustrar la parte (c) de la
definicién, consideremos el juego de la figura 2.4.4. S6lo hay un subjuego,
el que empieza en el nodo de decisién del jugador 3 que sigue a D por
parte del jugador 1y D’ por parte del jugador 2. Debido a la parte (c), en
este juego ninguin subjuego empieza en ninguno de los nodos de decisién
del jugador 2, aun cuando estos dos nodos son conjuntos de informacién
de un tinico elemento.

Una manera de motivar la parte (c) consiste en afirmar que queremos
poder analizar un subjuego por si mismo y que queremos que el andlisis
sea relevante para el juego completo. En la figura 2.4.4, si intentdramos
definir un subjuego que empezara en el nodo de decisién del jugador 2
que sigue a la decisién I del jugador 1, estariamos creando un subjuego en
el que el jugador 3 ignora la decisién del jugador 2 pero conoce la decisién
del jugador 1. Tal subjuego no serfa relevante para el juego completo
porque en este tltimo el jugador 3 no conoce la jugada de 1, sino que tan
s6lo observa si (a1,a;) = {D,D’} 0 no. Recordemos el argumento parecido
por el que el ¢t-ésimo juego de etapa de un juego repetido no es en si mismo
un subjuego del juego repetido, suponiendo en el caso finito que t < T.

Otra manera de motivar la parte (c) es ddndonos cuenta de que la
parte (a) s6lo garantiza que el jugador al que le corresponde jugar en el
nodo n conoce la historia completa del juego hasta ese momento, no que
los demas jugadores también conozcan la historia. La parte (c) garantiza
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que la historia completa del juego hasta ese momento sea informacién del
dominio publico en el siguiente sentido: en cualquier nodo que sigue a
n, digamos n’, el jugador al que le corresponde decidir en n’ sabe que el
juego lleg6 al nodo n. Por tanto, incluso si n’ pertenece a un conjunto de
informacién con mas de un elemento, todos los nodos en ese conjunto de
informacién siguen a n, de forma que el jugador al que le corresponde
decidir en ese conjunto de informacién sabe que el juego ha llegado a un
nodo que sigue a n. (5ilas dos tiltimas afirmaciones parecen dificiles es en
parte porque la representacién en forma extensiva de un juego especifica
lo que el jugador 7 sabe en cada uno de sus nodos de decisién, pero no
hace explicito lo que el jugador ¢ sabe en los nodos de decisién de j.)
Como se ha descrito anteriormente, la figura 2.4.4 ofrece un ejemplo de
cémo podria no cumplirse la parte (c). Podemos ahora reinterpretar este
ejemplo: si caracterizdsemos (informalmente) lo que el jugador 3 sabe
en el nodo de decision del jugador 2 que sigue a la decision I por parte
del jugador 1, dirfamos que 3 no conoce la historia del juego hasta ese
momento, ya que 3 tiene otros nodos de decision en los que 3 no sabe si 1
jugéloD.

Dada la definicién general de subjuego, podemos ahora aplicar la
definicién de equilibrio de Nash perfecto en subjuegos de la seccién 2.3.B.

Definicion. (Selten 1965):Un equilibrio de Nash es perfecto en subjuegos silas
estrategias de los jugadores constituyen un equilibrio de Nash en cada subjuego.

Es inmediato demostrar que cualquier juego dindmico finito con infor-
macién completa (es decir, cualquier juego dindmico en el que un nimero
finito de jugadores tiene un conjunto de estrategias factibles finito) tiene
un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, posiblemente con estrategias
mixtas. El argumento procede por construccién, utilizando un procedi-
miento parecido a la induccién hacia atras, y estd basado en dos observa-
ciones. Primero, aunque presentamos el teorema de Nash en el contexto
de juegos estdticos con informacién completa, éste se extiende a todo
juego finito en forma normal con informacién completa, y hemos visto
que estos juegos pueden ser estaticos o dindmicos. En segundo lugar, un
juego dindmico finito con informacién completa tiene un niimero finito
de subjuegos, cada uno de los cuales cumple las hipétesis del teorema de
Nash.?

20 Para construir un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, identifiquemos primero
todos los subjuegos menores que contienen nodos terminales en el drbol del juego original
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Hemos encontrado ya dos ideas intimamente ligadas al equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos: el resultado por induccién hacia atras defi-
nido en la seccién 2.1.A y el resultado perfecto en subjuegos definido en
la seccién 2.2.A. En términos informales, la diferencia es que un equili-
brio es una coleccién de estrategias (y una estrategia es un plan completo
de accién), mientras que un resultado describe lo que pasara sélo en las
contingencias que se espera que se den, no en cada posible contingencia.
Para ser mds precisos sobre esta diferencia entre equilibrio y resultado,
y para ilustrar la nocién de equilibrio de Nash perfecto en subjuegos,
reconsideramos ahora los juegos definidos en las secciones 2.1.A y 2.2.A.
Definicion. En el juego en dos etapas con informacion completa y perfecta
definido en la seccion 2.1.A, el resultado por induccion hacia atrds es (a3,R(a}))
pero el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es (a],Ry(a1)).

En este juego, la accion o es una estrategia del jugador 1 porque sélo
hay una contingencia en la que le puede corresponder actuar, el principio
del juego. Sin embargo, deljugador 2, Ry(a]) es una accién (concretamente
la mejor respuesta de 2 a a]) pero no una estrategia, porque una estrate-
gia para el jugador 2 debe especificar la accién que 2 tomara después de

cualquier posible decisién de 1 en la primera ronda. La funcién de mejor

respuesta Rp(a1), por otro lado, es una estrategia del jugador 2. En este
juego, los subjuegos empiezan (y terminan) con el movimiento del juga-
dor 2 en la segunda etapa. Hay un subjuego para cada accién factible, aq
en Ay, del jugador 1. Para demostrar que (a],R»(a1)) es un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos, debemos por tanto demostrar que (a7, Ra(a1))
es un equilibrio de Nash y que las estrategias de los jugadores constitu-
yen un equilibrio de Nash en cada uno de estos subjuegos. Como los
subjuegos no son més que problemas de decisién unipersonales, se trata
de exigir que la decisién del jugador 2 sea 6ptima en cada subjuego, que
es exactamente el problema que la funcién de mejor respuesta, Ry(ay),

(donde un subjuego es un subjuego menor si no contiene mas subjuegos). Sustituyamos
entonces cada uno de estos subjuegos por las ganancias de uno de sus equilibrios de Nash.
Pensemos ahora en los nodos iniciales de estos subjuegos como los nodos terminales en
una versién truncada del juego original. Identifiquemos todos los subjuegos menores de
este juego truncado que contengan estos nodos terminales y sustituyamos cada uno de estos
subjuegos con las ganancias de uno de sus equilibrios de Nash. Procediendo de esta forma
hacia atrds a lo largo del arbol, se obtiene un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, porque
las estrategias de los jugadores constituyen un equilibrio de Nash (de hecho; un equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos) en cada subjuego.
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soluciona. Finalmente, (a],Rz(a1)) es un equilibrio de Nash porque las
estrategias de los jugadores son mejor respuesta la una a la otra: a] es una
mejor respuesta a Ry(a1), es decir, o] maximiza u;i(a1,Rz(a1)), y Rz(ay) es
una mejor respuesta a aj, es decir, Ry(a]) maximiza uy(aj,a2).

Los argumentos son andlogos para los juegos considerados en la
seccién 2.2.A, de forma que nos ahorramos los detalles.

Definicion. En el juego en dos etapas con informacion completa pero imperfecta
definido en la seccion 2.2.A, el resultado perfecto en subjuegos es (a3,a3 ,a3(aj, a3),
aj(a},a3)), peroel equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es (aj,a5 ,a3(ay,a2),
aj(ay,a2)). '

En este juego, el par de acciones (a3(aj,a3),a;(aj,a3)) es el equili-
brio de Nash del subjuego que juegan por separado los jugadores 3 y
4 (concretamente, el juego que queda después de que los jugadores 1 y
2 escogen (a],a3)), mientras que (a}(aq,a2),a;(a1,a2)) es una estrategia del
jugador 3 y una estrategia para el jugador 4, es decir unos planes de accion
completos que describen una respuesta a cada par de movimientos fac-
tibles de los jugadores 1 y 2. En este juego, los subjuegos consisten en
la interaccién en la segunda etapa entre los jugadores 3 y 4, dadas las
acciones tomadas por los jugadores 1 y 2 en la primera ronda. Tal y como
exige el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, el par de estrategias
(a3(a1,a2),a;(a1,a,)) especifica un equilibrio de Nash en cada uno de esto
subjuegos. .

Concluimos esta seccién (y este capitulo) con un ejemplo que ilustra
el tema principal del capitulo: la perfeccién en los subjuegos elimina
los equilibrios de Nash que se basan en promesas o amenazas que no
son creibles. Recordemos el juego en forma extensiva de la figura 2.4.1.
Si hubiéramos encontrado este juego en la seccién 2.1.A, lo habriamos
resuelto por induccién hacia atrds del siguiente modo: si el jugador 2
alcanza el nodo de decisién que sigue a la decisién I del jugador 1, la
mejor respuesta de 2 es jugar D’ (lo que proporciona una ganancia de 2)
en vez dejugar I’ (que proporciona una ganancia de 1). Si2 alcanza el nodo
de decisién que sigue a la decisién D del jugador 1, la mejor respuesta de 2
es jugar I’ (lo que proporciona una ganancia de 1) en vez de jugar D’ (que
proporciona una ganancia de 0). Dado que el jugador 1 puede resolver
el problema del jugador 2 tanto como el propio jugador 2, el problema
de 1 en la primera ronda se concreta en escoger entre I (que conduce a
una ganancia de 1 por parte del jugador 1 después de que 2 juege D’)
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y D (que conduce a una ganancia de 2 por parte del jugador 1 después
de que 2 juege I’). Por tanto, la mejor respuesta de 1 al comportamiento
previsto del jugador 2 es jugar D en la primera etapa, de forma que el
resultado por induccién hacia atrds del juego es (D,I’), como se indica con
la trayectoria en negrita que empieza en el nodo de decisién del jugador
1 en la figura 2.4.5. Hay una trayectoria en negrita adicional que emana
del nodo de decisién del jugador 2 que sigue a la decisién I del jugador 1.
Esta trayectoria parcial a lo largo del drbol indica que el jugador 2 habria
escogido D’ si se hubiera llegado a ese nodo de decisién.

Figura 2.4.5

Recordemos que la representacién en forma normal de este juego se
dio en la figura 2.4.2. Si hubiéramos encontrado este juego en forma
normal en la seccién 1.1.C, habrfamos hallado sus equilibrios de Nash
(con estrategias puras). Estos son (DD, I") e (I(D',D")). Podemos
ahora comparar estos equilibrios de Nash en el juego en forma normal de
la figura 2.4.2 con los resultados del procedimiento por induccién hacia
atrds en el juego en forma extensiva de la figura 2.4.5: el equilibrio de Nash
(DD’,I')) en la representacién en forma normal corresponde a todas las
trayectorias en negrita de la figura 2.4.5. En la seccién 2.1.A llamamos
a (D,I') el resultado por induccién hacia atrds del juego. Seria natural
llamar a (DAD',I")) el equilibrio de Nash por induccién hacia atrds del
juego, pero utilizaremos una terminologia mds general y lo llamaremos el
equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. La diferencia entre el resultado
y el equilibrio es que el resultado sélo especifica la trayectoria en negrita
que empieza en el primer nodo de decisién del juego y acaba en un nodo
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terminal, mientras que el equilibrio también especifica la trayectoria en
negrita adicional que emana del nodo de decision del jugador 2 que sigue a
la decisién I del jugador 1. Es decir, el equilibrio especifica una estrategia
completa del jugador 2.

Pero, ;qué pasa con el otro equilibrio de Nash, (I"\,(D’ ,D'))? En este
equilibrio, la estrategia del jugador 2 es jugar D’ no sélo si el jugador 1
escoge I (como también ocurria en el primer equilibrio) sino también si el
jugador 1 escoge D. Dado que D’ (si sigue a D) conduce a una ganancia
de 0 del jugador 1, la mejor respuesta de 1 a esta estrategia por parte del
jugador 2 es jugar I, consiguiendo con ello una ganancia de 1 (después de
que el jugador 2 escoja D’), que es mejor que 0. Utilizando un lenguaje

vago pero sugerente, podria decirse que el jugador 2 estd amenazando

con jugar D’ si el jugador 1 juega D. (Estrictamente hablando, 2 no tiene
la oportunidad de llevar a cabo esta amenaza antes de que 1 escoja una
accién. Sila tuviera, estaria incluida en la forma extensiva.) Si esta ame-
naza funciona (es decir, si 1 escoge jugar I), 2 no tiene la oportunidad de
llevar a cabo su amenaza. Sin embargo, la amenaza no deberia funcionar,
ya que no es creible: si al jugador 2 se le diera la oportunidad de llevarla
a cabo (es decir, si el jugador 1 jugara D), 2 decidiria jugar I’ antes que D',
De un modo mds formal, el equilibrio de Nash (/,(D’,D’)) no es perfecto
en subjuegos, porque las estrategias de los jugadores no constituyen un
equilibrio de Nash en uno de los subjuegos. En particular, la eleccién de
D' por parte del jugador 2 no es éptima en el subjuego que empieza (y
acaba) en el nodo de decisién del jugador 2 que sigue a la decisién D del
jugador 1.

En un juego con informacion completa y perfecta, la induccién hacia
atras elimina las amenazas que no son crefbles. Dado que cada conjunto
de informacién contiene un tinico elemento, cada nodo de decisién del
arbol representa una contingencia posible en la que podria corresponderle
actuar a un jugador. El proceso de moverse hacia atréds a lo largo de la
forma extensiva, nodo a nodo, se concreta por tanto en forzar a cada
jugador a considerar llevar a cabo todas y cada una de las amenazas que
el jugador pudiera hacer. En un juego con informacién imperfecta, sin
embargo, las cosas no son tan sencillas, ya que tales juegos contienen al
menos un conjunto de informacién con mds de un elemento. Aqui se
podria intentar el mismo enfoque: proceder hacia atrés a lo largo de la
forma extensiva y alcanzar eventualmente un nodo de decisién contenido
en un conjunto de informacién con mds de un elemento. Pero forzar al
jugador a considerar lo que haria si se llegase a ese nodo de decisién no
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es equivalente a forzar al jugador a considerar una posible contingencia
en la que le corresponderia jugar, ya que si en el transcurso del juego se
llega a ese conjunto de informacidn, el jugador no sabe si se ha llegado a
ese nodo de decisién o no, precisamente porque el nodo de decisién estd
contenido en un conjunto de informaci6én con més de un elemento.

Una forma de tratar el problema de los conjuntos de informacién con
maés de un elemento cuando se utiliza induccién hacia atras, es proce-
der hacia atrés a lo largo de la forma extensiva hasta que se encuentre
un conjunto de informacién con més de un elemento, pero saltandoselo
y siguiendo hacia arriba en el &rbol hasta encontrar un conjunto de in-
formacién con un tnico elemento. Llegados ahi habrd que considerar
no sélo lo que el jugador al que le corresponde jugar en ese conjunto
de informacién con un tnico elemento haria si se alcanzase ese nodo de
decisién, sino también la accién que tomaria el jugador al que le corres-
ponde jugar en cada uno de los conjuntos de informacién con mas de un
elemento que se han saltado. En términos poco formales, este procedi-
miento proporciona un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Una
segunda manera de tratar el problema es proceder hacia atrds a lo largo
de la forma extensiva hasta encontrar un conjunto de informacién con
més de un elemento. Forzar entonces al jugador al que le corresponde
jugar en ese conjunto de informaci6n a considerar lo que harfa dellegarse
a ese conjunto de informacién. (Hacer esto requiere que el jugador tenga
una valoracién probabilistica con respecto a qué nodo se ha llegado en el
conjunto de informacién. Tal valoracién dependera naturalmente de las
posibles decisiones de los jugadores que estdn por encima en el érbol, de
forma que una pasada de abajo arriba a lo largo del drbol utilizando este
método no puede proporcionar una solucién.) En términos informales,
este procedimiento proporciona un equilibrio bayesiano perfecto (véase
capitulo 4).

2.5 Lecturas adicionales

Seccién 2.1: Sobre los salarios y el empleo en empresas con fuerte implan-
tacién sindical, véase un modelo de negociacion repetida en Espinosa y
Rhee (1989; ejercicio 2.10) y un modelo de una tinica negociacion en elque
las empresas pueden escoger negociar sobre salarios y empleo o s6lo sobre
salarios, en Staiger (1991). Sobre la negociacién sucesiva, véase un modelo
al estilo de Rubinstein de negociacién entre una empresa y un sindicato en
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Fernéndez y Glazer (1991), con la caracteristica nueva de que el sindicato
debe decidir si convocar o no una huelga después de que el sindicato o
la empresa rechacen una oferta. Existen multiples equilibrios perfectos
en subjuegos eficientes que incorporan, a su vez, equilibrios perfectos en
subjuegos ineficientes (es decir, que incluyen huelgas), aun cuando haya
informacién completa. El libro de Osborne y Rubinstein (1990) examina
muchos modelos de negociacién en teoria de juegos, los relaciona con el
enfoque axiomdtico de Nash sobre la negociacién y utiliza los modelos de
negociacion como base de la teoria del mercado.

Seccién 2.2: Sobre los pénicos bancarios, véase Jacklin y Bhattacharya
(1988). El libro de McMillan (1986) examina las primeras aplicaciones
de teoria de juegos a la economia internacional; véase un trabajo mds
reciente sobre la deuda exterior en Bulow y Rogoff (1989). Sobre los
torneos, constiltese un modelo en el que los trabajadores pueden tanto
aumentar su produccién como sabotear la de los demads, en Lazear (1989;
ejercicio 2.8). Véase en Rosen (1986) el tema de los premios necesarios
para mantener los incentivos en una sucesién de torneos en los que los
perdedores en una etapa no pasan a la siguiente.

Seccion 2.3: Benoit y Krishna (1985) analizan juegos repetidos finitos.
Sobre la renegociacién en los juegos repetidos finitos, constiltese Benoit
y Krishna (1989), y en los juegos repetidos infinitos véase el articulo pa-
nordmico de Farrell y Maskin (1989). Tirole (1988, capitulo 6) examina
modelos dindmicos de oligopolio. El libro de Akerlof y Yellen (1986) re-
coge algunos de los trabajos mds importantes sobre salarios de eficiencia
y ofrece una introduccién integradora. Sobre politica monetaria, véase
en Ball (1990) un resumen de los hechos estilizados, una revisién de los
modelos existentes y un modelo que explica la trayectoria temporal de la
inflacién. '

Seccion 2.4: Véase un tratamiento formal de los juegos en forma exten-
siva en Kreps y Wilson (1982), y un enfoque mds verbal en Kreps (1990,
capitulo 11).

2.6 Ejercicios

2.1 Supongamos que un padre y un hijo participan en el siguiente juego,
analizado originalmente por Becker (1974). Primero el hijo toma una
accién, A, que resulta en un ingreso para él, I;(A), y en un ingreso para
el padre, Ip(A). (Pensemos en Ig(A) como el ingreso del hijo, neto de
cualquier coste de la accién A.) En segundo lugar, el padre observa los
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ingresos I4 e Ip y escoge una herencia, B, que dejar al hijo. La ganancia
del hijo es U(Ix + B); la del padrees V(Ip — B) + kU(Iyg +B),dondek >0
refleja la preocupacion del padre por el bienestar del hijo. Supongamos
que la accién es un ntimero no negativo, A > 0, que las funciones. de
ingreso Ig(A) e Ip(A) son estrictamente cncavas y tienen un maximo
en Ay > 0y Ap > 0 respectivamente, que la herencia B puede ser
positiva o negativa y que las funciones de utilidad U y V son crecientes
y estrictamente céncavas. Demuéstrese el teorema del “nifio mimado”:
en el resultado por induccién hacia atrds, el hijo escoge la accion que
maximiza el ingreso agregado de la familia I (A) + Ip(A), a pesar de que
s6lo la funcién de ganancias del padre es de alguna forma altruista.

2.2 Supongamos ahora que padre e hijo_juegan un juego diferente, ana-
lizado originalmente por Buchanan (1975). Los ingresos Iy e Ip estin
fijados exégenamente. Primero, el hijo decide qué parte del ingreso Iy
ahorrara (S) para el futuro, consumiendo el resto (/g — S) hoy. En se-
gundo lugar, el padre observa la eleccién de S por parte del hijo y es-
coge una herencia, B. La ganancia del hijo es la suma de las utilidades
presente y futura: Up(Iy — S) + Ux(S + B). La ganancia del padre es
V(p — B) + k[U;Ig — S) + Uz(S + B)]. Supongamos que las funciones de
utilidad Uy, Uy, y V son crecientes y estrictamente concavas. Demuést’rese
que hay un “dilema del samaritano”: en el resultado por induccién hacia
atrés, el hijo ahorra demasiado poco, para inducir al padre a dejarle una
herencia mayor (es decir, tanto las ganancias del padre como las del hijo
podrian aumentar si S fuera convenientemente mas alto y B convenien-
temente mds bajo).

2.3 Supongamos que los jugadores en el juego de la negociacién con ho-
rizonte infinito de Rubinstein tienen factores de descuento diferentes: é;
corresponde al jugador 1y 6; al jugador 2. Adéptese el argumento dado
en el texto para demostrar que en el resultado por induccién hacia atras,
el jugador 1 ofrece el acuerdo

1-6, 61— 51))
1— 616" 1— 6162

al jugador 2, quien lo acepta.

2.4 A dos socios les gustaria completar un proyecto. Cada socio recibe la
ganancia V una vez el proyecto ha sido completado, pero ninguno deellos
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recibe ganancia alguna antes de que el proyecto se haya podido terminar.
El coste que queda hasta que el proyecto se complete es R. Ninguno de
los socios puede comprometerse a hacer aportaciones futuras de cara a
completar el proyecto, de forma que deciden establecer el siguiente juego
de dos periodos: En el periodo 1 el socio 1 escoge contribuir con ¢; de cara
a completar el proyecto. Si esta contribucién es suficiente para completar
el proyecto, el juego se acaba y cada socio recibe V. Si esta contribucién no
es suficiente para completar el proyecto (es decir, ¢; < R), en el periodo
2 el socio 2 escoge contribuir con ¢; con el fin de completar el proyecto.
Si la suma (sin descontar) de las dos contribuciones es suficiente para
completar el proyecto, el juego acaba y cada socio recibe V. Si la suma
es insuficiente para completar el juego, éste termina y ningtin socio recibe
nada. ‘

Cada socio debe obtener el dinero con el que contribuye a financiar
el proyecto de otras actividades lucrativas. La forma 6ptima de hacerlo
es sacar primero dinero de las alternativas menos rentables. El coste (de
oportunidad) que resulta de una contribucién es, por tanto, convexo con
respecto al tamafio de la contribucién. Supongamos que el coste de una
contribucién c es ¢® para cada socio. Supongamos que el socio 1 descuenta
los beneficios del segundo periodo de acuerdo con el factor de descuento
6. Calctlese el tinico resultado por induccién hacia atrds de este juego
de contribuciones de dos periodos para cada trio de pardmetros (V,R,6);
véase el caso con horizonte infinito en Admati y Perry (1991).

2.5 Supongamos que una empresa quiere que un trabajador adquiera
la preparacién necesaria para desarrollar una determinada tarea, pero
dicha tarea es tan inconcreta que ningtn tribunal podria verificar si el
trabajador ha adquirido o no la preparacién necesaria. (Por ejemplo,
la empresa podria pedir al trabajador que se familiarizase con “nuestra
forma de hacer las cosas”, o se hiciera un experto en “este nuevo mercado
en el que podriamos entrar”.) La empresa, por tanto, no puede firmar
un contrato para reembolsar al trabajador el coste de esta preparacion:
incluso si el trabajador adquiere esta preparacion, la empresa puede decir
que el trabajador no lo ha hecho, y ningtin tribunal podria decidir quién
tiene razén. Del mismo modo, el trabajador no puede firmar un contrato
para adquirir esta preparacion si se le ha pagado por adelantado.

La empresa podria utilizar, como incentivo 'para que el trabajador
adquiera la preparacién, promesas (crefbles) de ascenso de la siguiente
forma. Supongamos que hay dos trabajos en la empresa, uno facil (£) y
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otro dificil (D), y que la preparacién es ttil en los dos empleos, pero més
en el dificil: ypo < yro < yes < yps, donde y;; es lo que el trabajador
produce en el trabajo i (= E o D) cuando el trabajador tiene un nivel de
preparacion de j (= 0 o S). Supongamos que la empresa puede compro-
meterse a pagar salarios diferentes en los dos empleos, wg y wp, pero
ninguno de estos dos salarios puede ser menor que el salario alternativo
del trabajador, que normalizamos a cero.

El desarrollo temporal del juego es el siguiente: En el momento 0 la
empresa escoge wg y wp y el trabajador observa estos salarios. En el mo-
mento 1 el trabajador entra a formar parte de la empresa y puede adquirir
el nivel de preparacién S a un coste C. (Ignoramos la produccién y los
salarios en el primer periodo. Puesto que el trabajador no ha adquirido
aun la preparacién, lo eficiente es que se le asigne el trabajo £.) Suponga-
mos que yps — Yeo > C, de forma que al trabajador le conviene adquirir
la preparacién. En el momento 2 la empresa observa si el trabajador ha
adquirido o no la preparacién y decide entonces si concederle el ascenso
al trabajo D o no durante el segundo (y tltimo) periodo de empleo del
trabajador.

Los beneficios de la empresa en el segundo periodo son y;; — w,
donde el trabajador realiza el trabajo ¢ y tiene un nivel de preparacién j.
La ganancia del trabajador por realizar el trabajo : en el segundo periodo
es w; 0 w; — C, dependiendo de si el trabajador se ha preparado o no en el
primer periodo. Hallese el resultado por induccién hacia atrds. Véase un
modelo mds complejo en Prendergast (1992).

2.6 Tres oligopolistas operan en un mercado con una demanda inversa
dada por P(Q) = a—Q, donde Q = g1+, +g3 y ¢; es la cantidad producida
por la empresa j. Cada empresa tiene un coste marginal de produccién
constante, ¢, sin costes fijos. Las empresas escogen sus cantidades de la
siguiente manera: (1) la empresa 1 escoge ¢; > 0; (2) las empresas 2 y 3
observan ¢ y escogen entonces simultdneamente ¢, y g3 respectivamente.
¢Cudl es el resultado perfecto en subjuegos?

2.7 Supongamos que un sindicato representa en su totalidad a la fuerza
de trabajo de todas las empresas de un oligopolio, como el Sindicato
Unido de Trabajadores del Automévil en el caso de la General Motors,
Ford, Chrysler y otras. Sea la sucesién temporal de las jugadas anéloga al
modelo de la seccién 2.1.C: (1) el sindicato realiza una demanda salarial,
w, en fodas las empresas; (2) las empresas observan (y aceptan) w y las
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ganancias del sindicato escogen simultdneamente los niveles de empleo,
L; de la empresa i; (3) las ganancias del sindicato son (w — w,)L, donde w,
es el salario que los miembros del sindicato podrian ganar en un empleo
alternativo, L = L1 + ... + L, es el nivel total de empleo en las empresas,
y los beneficios de la empresa i son 7(w,L;). A continuacion se describen
los determinantes de los beneficios de dicha empresa: todas las empresas
tienen la siguiente funcién de produccién: el nivel de produccion es igual
al nivel de empleo; ¢; = L;. El precio de equilibrio es P(Q) = a — Q
cuando la cantidad agregada en el mercado es Q = q; + ...+ ¢». Para no
complicar las cosas, supongamos que las empresas no tienen més costes
que los salariales. ;Cual es el resultado perfecto en subjuegos de este
juego? ;Cémo (y por qué) afecta el niimero de empresas a la utilidad del
sindicato en el resultado perfecto en subjuegos?

2.8 Modifiquemos el modelo de torneos de la seccién 2.2.D de forma
que la produccién del trabajador i sea y; = e; — (1/2)s; + ¢;, donde 5; > 0
representa el sabotaje por parte del jugador j, y la desutilidad del esfuerzo
(productivo y destructivo) del jugador i es g(e;) + g(s;), como en Lazear
(1989). Demuéstrese que el premio 6ptimo w4 — wp es menor que cuando
no hay posibilidad de sabotaje (como en el texto).

2.9 Consideremos dos pafses. En la fecha 1, ambos paises tienen aranceles
tan altos que no hay comercio entre ellos. Dentro de cada pais, los salarios
y el nivel de empleo se determinan como en el modelo de monopolio y
sindicato de la seccién 2.1.C. En la fecha 2, todos los aranceles desaparecen,
ahora cada sindicato fija el salario en su pais, pero cada empresa produce
para los dos mercados.

Supongamos que en cada pafs la demanda inversa es P(Q) = a — @,
donde Q es la cantidad agregada en el mercado de ese pais. Sea ¢ = L la
funcién de produccién de cada empresa, de forma que los salarios son el
tinico coste de la empresa, y sea U(w,L) = (w — wp)L la funcién de utilidad
del sindicato, donde wg es un salario alternativo para los trabajadores.
Calculese el resultado por induccién hacia atrés en la fecha 1.

Considérese ahora el siguiente juego en la fecha 2. Primero, los dos
sindicatos escogen simultdneamente los salarios, w; y wy. Las empresas
observan los salarios y escogen los niveles de produccién para los mer-
cados interior y exterior, que denotamos mediante /; y e; en el caso de
la empresa del pais i. Toda la produccién de la empresa se realiza en
su propio pais, de forma que el coste total es w;(h; + ¢;). Calculese el
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resultado perfecto en subjuegos. Demuéstrese que los salarios, nivel de
empleo y beneficios (y, por tanto, también la utilidad del sindicato y el
excedente del consumidor) aumentan cuando los aranceles desaparecen.
Véase otros ejemplos en la misma linea, en Huizinga (1989).

2.10 El juego de decisién simultdnea que a continuacién se describe se
juega dos veces, habiéndose observado el resultado de la primera etapa
antes de que empiece la segunda. No hay descuento. La variable
es mayor que 4, de forma que (4, 4) no es una ganancia'de equilibrio
del juego jugado una sola vez. ;Para qué valores de z es la siguiente
estrategia (jugada por ambos jugadores) un equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos?

Jugar Q; en la primera etapa. Si el resultado de la primera etapa es
(Q1,Q2), jugar P; en la segunda etapa. Si el resultado de la primera
etapa es (y,Q2) donde y # @, jugar R; en la segunda etapa. Si el
resultado de la primera etapa es (Q,2) donde z # @, jugar S; en
la segunda etapa. Si el resultado de la primera etapa es (y,z) donde
y # Q1y z # Qo jugar P; en la segunda etapa.

P @ Ry, 5
Pl 22 z,0 —-1,0 {0,0
| Oz 44 -1,0 (0,0
Ry| 0,0 0,0 02 {00
$110,—-1]0,—-1(-1,-1]|2,0

2.11 El juego de decisién simultdnea que a continuacién se describe se
juega dos veces, habiéndose observado el resultado de la primera etapa
antes de que empiece la segunda. No hay descuento. ;Puede alcanzarse
en la primera etapa la ganancia (4, 4) en un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos con estrategias puras? En caso afirmativo, especifiquense las
estrategias que lo permiten. En caso negativo, demuéstrese por qué no.

I C D
3,110,0(5,0
M|2,111,2|3,1
1,2|10,1(4,4

b

B
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2.12 ;Qué es una estrategia en un juego repetido? ;Qué es un subjuego en
un juego repetido? ;Qué es un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos?

2.13 Recuérdese el modelo de duopolio de Bertrand estatico (con pro-
ductos homogéneos) del ejercicio 1.7: las empresas fijan los precios si-
multdneamente; la demanda del producto de la empresa i es a — p; si
pi < pj,es0sip; > p;yes (a—p;)/2sip; = pj; los costes marginales son
¢ < a. Considérese el juego repetido infinitamente basado en este juego
de etapa. Demuéstrese que las empresas pueden utilizar estrategias del
disparador (que significan jugar para siempre el equilibrio de Nash del
juego de etapa después de cualquier desviacién) para mantener el nivel
de precios de monopolio de un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos
siysélosié >1/2.

2.14 Supongamos que la demanda flucttia de forma aleatoria en el juego
de Bertrand repetido infinitamente, descrito en el ejercicio 2.13: en cada
periodo, el punto de interaccién de la funcion de demanda con el eje de
abcisas es a4 con probabilidad 7 y ap (< a4) con probabilidad 1 — 7; las
demandas en los diferentes periodos son independientes. Supongamos
que en cada periodo el nivel de demanda es revelado a ambas empresas
antes de que éstas escojan los precios de ese periodo. ;Cudles son los
niveles de precios de monopolio (p4 y pp) para los dos niveles de de-
manda? Calculese 6*, el menor valor de 6 tal que las empresas pueden
utilizar estrategias del disparador para mantener estos niveles de precios
de monopolio (es decir, jugar p; cuando la demanda es a;, para i = A,B)
en un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Para cada valor de §
entre 1/2 y 6* héllese el precio médximo p(6) tal que las empresas puedan
utilizar estrategias del disparador para mantener el precio p(6) cuando la
demanda es alta y el precio pp cuando la demanda es baja en un equilibrio
de Nash perfecto en subjuegos. (Véase Rotemburg y Saloner 1986.)

2.15 Supongamos que hay » empresas en un oligopolio de Cournot. La
demanda inversa viene dada por P(Q) = a — @, donde Q = ¢; + ...+ gp.
Consideremos el juego repetido infinitamente basado en este juego de
etapa. ;Cudl es el valor menor de ¢ tal que las empresas pueden utilizar
estrategias del disparador para mantener el nivel de produccién de mo-
nopolio en un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos? ;Cémo varia la
respuesta al cambiar n? ;Por qué? Si § es demasiado pequefio para que
las empresas utilicen estrategias del disparador para mantener el nivel de
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produccién de monopolio, ;cuél es el equilibrio de Nash perfecto en sub-
juegos simétrico mds rentable al que puede llegarse utilizando estrategias
del disparador?

2.16 En el modelo de salarios y nivel de empleo analizado en la seccién
2.1.C, el resultado por induccién hacia atrds no es socialmente eficiente.
En la prictica, sin embargo, una empresa y un sindicato negocian hoy los
términos de un contrato por tres afios, renegocian al cabo de tres afos
los términos de un segundo contrato y asi sucesivamente. Por tanto, esta
relacion se puede caracterizar con mds o menos exactitud como un juego
repetido, como en Espinosa y Rhee (1989).

En este problema se derivan condiciones bajo las cuales un equilibrio
de Nash perfecto en subjuegos del juego repetido infinitamente es superior
en el sentido de Pareto al resultado por induccién hacia atrds del juego
jugado una sola vez. Denotemos por U* y 7*, respectivamente, la utilidad
del sindicato y los beneficios de la empresa en el resultado por induccién
hacia atrds del juego jugado una sola vez. Consideremos un par utilidad-
beneficio alternativo (U,r) asociado con un par salario-empleo alternativo
(w,L). Supongamos que ambas partes tienen el mismo factor de descuento
§ (para cada periodo de tres afios). Derivense condiciones sobre (w,L)
tales que: (1) (U,x) domine en el sentido de Pareto a (U*,7") y @ U,x)
sea el resultado de un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos del juego
repetido infinitamente, donde se juega (U*,n*) para siempre después de
cualquier desviacion.

2.17 Consideremos el siguiente juego con horizonte infinito entre una
linica empresa y una sucesion de trabajadores, cada uno de los cuales vive
durante un periodo del juego. En cada periodo, el trabajador decide si
esforzarse y producir por tanto a un nivel y con un coste por el esfuerzo
de ¢, 0 no esforzarse, no producir nada y no incurrir én ningutn coste. Lo
que se produzca es propiedad de la empresa, pero ésta puede compartirlo
con el trabajador pagéndole un salario como se describe a continuacion:
supongamos que al principio del periodo el trabajador dispone de una
oportunidad alternativa con un valor de cero (neto del coste por el es-
fuerzo) y que no se puede obligar al trabajador a aceptar un salario por
debajo de cero. Supongamos también que y > ¢ de forma que esforzarse
es eficiente.

Dentro de cada periodo, el desarrollo temporal es el siguiente: pri-
mero el trabajador escoge un nivel de esfuerzo, a continuacién tanto la
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empresa como el trabajador observan el nivel de produccién y finalmente
la empresa escoge un salario para pagar al trabajador. Supongamos que
no existe manera de hacer cumplir los contratos salariales: no hay nin-
guna restriccién sobre la eleccién del salario por parte de la empresa.
En el juego de un periodo, sin embargo, perfeccién en subjuegos implica
que la empresa ofrecerd un salario de cero produzca lo que produzca el
trabajador, de forma que el trabajador no se esforzara.

Consideremos ahora el problema con horizonte infinito. Recordemos
que cada trabajador vive sélo por un periodo. Supongamos, sin embargo,
que al principio del periodo ¢, 1a historia del juego hasta el periodo ¢ — 1 es
conocida por el trabajador que trabajara en el periodo ¢. (Pensemos como
si esta informacién se transmitiese de generacién a generacién entre los
trabajadores.) Supongamos que la empresa descuenta el futuro de acuerdo
con el factor de descuento § por periodo. Describanse las estrategias de
la empresa y de cada trabajador en un equilibrio perfecto en subjuegos
del juego con horizonte infinito en las que en equilibrio cada trabajador
se esfuerza y produce por tanto a un nivel y, siempre y cuando el factor
de descuento sea lo suficientemente alto. Dése una condicién necesaria y
suficiente para que su equilibrio exista.

2.18 ;Qué es una estrategia (en un juego arbitrario)? ;Qué es un conjunto
de informacién? ;Qué es un subjuego (en un juego arbitrario)? '

2.19Enla version de tres periodos del modele de la negociacién de Rubins-
tein analizada en la seccién 2.1.D, calculamos el resultado por induccién
hacia atras. ;Cuadl es el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos?

2.20 Consideremos las siguientes estrategias en la versién de horizonte
infinito del modelo de la negociacién de Rubinstein. (Recordemos la
convencién notacional de que la oferta (s,1 — s) significa que el jugador 1
obtendra s y el jugador 2 obtendrd 1 — s, independientemente de quien
haga la oferta.) Sea s* = 1/(1 + 6). El jugador 1 siempre ofrece (s*,1 — s*)
y acepta una oferta (s,1 — s) s6lo si s > és*. El jugador 2 siempre ofrece
(1 — s*,5%) y acepta una oferta (s,1 — s) s6lo si 1 — s > §s*. Demuéstrese
que estas estrategias son un equilibrio de Nash. Demuéstrese que este
equilibrio es perfecto en subjuegos.

2.21 Proporciénense las representaciones en forma extensiva y normal del
juego de la granada descrito en la seccién 2.1. ;Cudles son los equilibrios
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de Nash en estrategias puras? ;Cuadl es el resultado por induccién hacia
atras? ;Cudl es el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos?

2.22 Proporciénense las representaciones en forma extensiva y normal del
juego del panico bancario discutido en la seccién 2.2.B. ;Cudles son los
equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en estrategias puras?

2.23 Un comprador y un vendedor desearian realizar un intercambio. An-
tes de hacerlo, el comprador puede efectuar una inversién que aumenta
el valor que asigna al objeto a intercambiar. Esta inversién no puede ser
observada por el comprador y no afecta el valor que el vendedor asigna
al objeto, que normalizamos a cero. (Como ejemplo, pensemos en una
empresa que compra otra. En algtin momento antes de la fusién, el com-
prador podria haber actuado en el sentido de cambiar los productos que
su empresa planea introducir en el mercado de forma que se complemen-
ten después de la fusién con los productos de la empresa comprada. Si
el desarrollo de un producto lleva tiempo y el ciclo vital del producto
es corto, no hay tiempo suficiente para que el comprador lleve a cabo
esta inversion después de la fusién.) Para el comprador el valor inicial
del objeto es v > 0; una inversién de I aumenta este valor a v + I, pero
cuesta I2. El desarrollo temporal del juego es el siguiente: en primer
lugar, el comprador escoge un nivel de inversién I e incurre en el coste
I2. En segundo lugar, el comprador no observa I pero ofrece vender el
objeto por un precio p. En tercer lugar, el comprador acepta o rechaza la
oferta del vendedor: si el comprador acepta, la ganancia del comprador
es v+ I —p— I? y la del vendedor es p; si el comprador rechaza, estas
ganancias son —I? y cero respectivamente. Demuéstrese que no existe
ningin equilibrio de Nash perfecto en subjuegos con estrategias puras
en este juego. Calctilese el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos con
estrategias mixtas en el que la estrategia mixta del comprador sélo asigna
probabilidad positiva a dos niveles de inversién y la estrategia mixta del
vendedor sélo asigna probabilidad positiva a dos precios.
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3. JUEGOS ESTATICOS
CON INFORMACION INCOMPLETA

Con este capitulo comienza nuestro estudio de los juegos con informacion
incompleta, también llamados juegos bayesianos. Recordemos que en un
juego con informacién completa las funciones de ganancias de los juga-
dores son informacién del dominio publico. Por el contrario, en un juego
con informacién incompleta, al menos un jugador no estd seguro de la
funcién de ganancias de otro jugador. Un ejemplo comtn de un juego
estdtico con informacién incompleta es una subasta de sobre cerrado:
cada participante conoce su propia valoracién del bien subastado, pero no
conoce las valoraciones de los otros participantes, y las pujas se entregan
en sobres cerrados, por lo que las decisiones de los jugadores pueden con-
siderarse simultdneas. Sin embargo, la mayoria de los juegos bayesianos
con interés econémico son dindmicos. Como veremos en el capitulo 4,
la existencia de informacién privada conduce de forma natural a que las
partes informadas intenten comunicar (o a confundirlos), y que las par-
tes no informadas intenten conseguir informacién. Estas cuestiones son
intrinsecamente dindmicas.

En la seccién 3.1, definimos la representacién en forma normal de
un juego bayesiano estético y el equilibrio bayesiano de Nash en dicho
juego. Puesto que estas definiciones son abstractas y algo complejas,
introduciremos las ideas principales con un ejemplo sencillo, el de la
competencia a la Cournot bajo informacién asimétrica.

En la seccién 3.2 consideramos tres aplicaciones. En primer lugar,
ofrecemos una discusién formal de la interpretacion de las estrategias
mixtas dada en el capitulo 1: la estrategia mixta del jugador j representa
la incertidumbre del jugador i con respecto a la estrategia pura que eligird
J, vy la elecciéon de j depende de una cierta informacién privada. En
segundo lugar, analizamos una subasta de sobre cerrado en la que las
valoraciones de los participantes son informacién privada, mientras que
la valoracién del vendedor es conocida. Finalmente, consideramos el
caso en el que un comprador y un vendedor tienen, cada uno de ellos,
informacién privada sobre sus valoraciones (como cuando una empresa
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conoce el producto marginal de un trabajador y el trabajador conoce las
oportunidades alternativas de que dispone). Analizamos un juego de
intercambio llamado subasta doble: el vendedor anuncia un precio de
venta y el comprador anuncia simultineamente un precio de compra;
el intercambio tiene lugar al precio medio si el dltimo es mayor que el
primero.

En la seccién 3.3 enunciamos y demostramos el Principio de revelacion,
e indicamos brevemente c6mo puede aplicarse al disefio de juegos cuando
los jugadores tienen informacién privada.

3.1 Teoria: Juegos bayesianos estaticos y equilibrio bayesiano
de Nash

3.1.A Un ejemplo:
Competencia a la Cournot bajo informacién asimétrica

Consideremos un modelo de duopolio de Cournot con demanda inversa
dada por P(Q) =a— Q,donde Q = g1 +gx es la cantidad agregada en
el mercado. La funcién de costes de la empresa 1 es Ci(g1) = cq;. Sin
embargo, la funcién de costes de la empresa 2 es C>(q2) = cagz con proba-
bilidad 6 y C>(g2) = csgo con probabilidad 1 -6, donde cp < c4. Ademas,
la informacion es asimétrica: la empresa 2 conoce su funcién de costes y
la de la empresa 1, pero la empresa 1 s6lo conoce su funcion de costes y
que el coste marginal de la empresa 2 es c4 con probabilidad ¢ y cp con
probabilidad 1 - 6. (La empresa 2 podria ser nueva en el sector o haber de-
sarrollado una nueva tecnologia.) Todo esto es informacién del dominio
publico: la empresa 1 sabe que la empresa 2 cuenta con mejor informacion,
y la empresa 2 sabe que la empresa 1 lo sabe, y asi sucesivamente.

Naturalmente, la empresa 2 querrd elegir una cantidad diferente (y
presumiblemente menor) si su coste marginal es alto que si es bajo. Por
su parte, la empresa 1 deberia prever que la empresa 2 puede ajustar
su cantidad al coste de la manera indicada. Sean ¢j(ca) y ¢5(cp) las
cantidades elegidas en funcién de sus costes, y sea ¢} la cantidad elegida
por la empresa 1. Si el coste de la empresa 2 es alto, ésta elegird ¢;(ca) tal
que sea una solucién de

n;ax[(a — g — @) —calg.
2
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De modo similar, si el coste de la empresa 2 es bajo, g5 (cg) serd la solucién
de

n}lax[(a —qi — @) — calg.
2

Finalmente, la empresa 1 sabe que el coste de la empresa 2 es alto con
probabilidad ¢ y deberfa prever que la cantidad elegida por la empresa 2
serd g5 (ca) o ¢5(cp), dependiendo del coste de esta empresa. Por tanto, la
empresa 1 elige ¢ que resuelve

rr}l?xﬂ [(a—m—@lca)) —c]Ja+A =0 [(a—a — g3le)) — ]

para maximizar el beneficio esperado.
Las condiciones de primer orden de estos problemas de optimizacién
son

G—QT*CA

‘I;(CA) = 5
. a—gqf —c
lew 2= =2

. Ola—gilca) -+ 1 —0) [a—g3(ca) — ]
ql - 2 .

Supongamos que estas condiciones de primer orden caracterizan las so-
luciones de los problemas de optimizacién anteriores. (Recordemos del
ejercicio 1.6 que, en un duopolio de Cournot con informacién completa,
si los costes de las empresas son lo suficientemente diferentes entre si, la
empresa con el coste alto no produce nada en equilibrio. Como ejercicio,
hallese una condicién suficiente para excluir aqui problemas andlogos.)
Las soluciones a las tres condiciones de primer orden son

a'—ZCA+C 1-6

g ca) = 3 +— (ca —cB),
N a—2cp+ 0
¢ (cB) =——% + E(CA —c¢B),

. 0—2c+bca+(1—80cp
q = 3 .
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Comparemos g¢;(ca), ¢;(cB) y g con el equilibrio de Cournot con
informacién completa y costes c; y ¢p. Suponiendo que los valores de ¢1 y
¢, son tales que ambas cantidades de equilibrio son positivas, la empresa
i produce ¢} = (a — 2¢; +¢;) /3, en este caso con informacién completa. Por
el contrario, en el caso con informacién incompleta, g5(c4) es mayor que
(a—2ca+0)/3y ¢;(cp) es menor que (a —2cp + c)/3. Esto ocurre porque la
empresa 2 no s6lo ajusta su cantidad a su coste, sino que también responde
al hecho de que la empresa 1 no puede hacerlo. Por ejemplo, si el coste
de la empresa 2 es alto, ésta produce menos porque su coste es alto, pero
por otro lado produce mds porque sabe que la empresa 1 producird una
cantidad que maximice su beneficio esperado y que, por ello, es menor
de lo que produciria si supiera que el coste de la empresa 2 es alto. (Una
caracteristica de este ejemplo que puede prestarse a confusion, es que gj es
exactamente igual a las cantidades de Cournot esperadas que la empresa 1
producirfa en los dos juegos correspondientes con informacion completa.
Esto no es cierto normalmente; consideremos por ejemplo el caso en el
cual el coste total de la empresa i es c;q?.)

3.1.B Representacién en forma normal de los juegos bayesianos
estaticos

Recordemos que la representacion en forma normal de un juego con infor-
macién completa de n jugadores es G = {S1....,Sy;u1, ..., un}, donde S; es
el espacio de estrategias del jugador i y u;(sy, . . .,s,) es la ganancia al juga-
dor i cuando los jugadores eligen las estrategias (s1, . . .,5,). Sin embargo,
como discutimos en la seccién 2.3.B, en un juego de decisién simultdnea
con informacién completa, para un jugador una estrategia es simplemente
una accién, por lo que podemos escribir G = {Ay.... Apug, .. s,
donde A; es el espacio de acciones de i y ui(ay, .. .,05) es la ganancia
del jugador i cuando los jugadores eligen las acciones (ay, ...,a,). Para
preparar nuestra descripcion del desarrollo temporal de un juego estatico
con informacién incompleta, describimos la secuencia temporal de un juego
estatico con informacién completa del siguiente modo: (1) los jugadores
toman simultdneamente sus decisiones (el jugador i elige a; del conjunto
factible A4,), y luego (2) reciben las ganancias u;(a1, . . . G ).

Ahora queremos representar en forma normal un juego de decision si-
multdnea con informacién incompleta, también llamado juego bayesiano
estatico. El primer paso consiste en representar la idea de que cada juga-
dor conoce su funcién de ganancias, pero puede no conocer las de otros
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jugadores. Sean la posibles funciones de ganancias de i u;(ay, .. .,an;t;),
donde t; es el tipo del jugador 4, que pertenece a un conjunto de tipos posi-
bles (o espacio de tipos) T;. Cada tipo ¢; corresponde a una de las funciones
de ganancias diferente que el jugador 7 podria tener.

Como ejemplo abstracto, supongamos que el jugador i tiene dos posi-
bles funciones de ganancias. Dirfamos en este caso que el jugador i tiene
dos tipos, t;1 y ti2, que el espacio de tipos del jugador ¢ es T; = {t;1,t:2}
y que las dos funciones de ganancias del jugador i son wi(ay, . ..,an;t:1) y
uila, ... ,an;t). Podemos utilizar la idea de que cada uno de los tipos
del jugador corresponde a una de las funciones de ganancias diferente
que el jugador podria tener, con el fin de representar la posibilidad de que
cada jugador puede tener diferentes conjuntos de acciones factibles, como
veremos a continuaciéon. Supongamos, por ejemplo, que el conjunto de
acciones factibles del jugador i es {a,b} con probabilidad ¢ y {a,b,c} con
probabilidad 1 — ¢. Entonces podemos afirmar que i tiene dos tipos (¢,
y ti2, donde la probabilidad de ¢;; es q) y podemos decir que el conjunto
de acciones factibles de i es {a,b,c} para ambos tipos, pero hacer que la
ganancia derivada de elegir ¢ sea —oo para el tipo ¢,1.

Como ejemplo mds concreto, consideremos el juego de Cournot de la
seccién anterior. Las acciones de las empresas son sus decisiones sobre
las cantidades ¢; y ¢». La empresa 2 tiene dos posibles funciones de costes
y, por ello, dos posibles funciones de beneficios o ganancias:

mlq,qics) = [(a— ¢ — @) —cB] @

mlquqica) = [(a—q — @) —ca] @

La empresa 1 sélo tiene una funcién de ganancias posible:

Tl =[la—qg —q) —dq

Podemos decir que el espacio de tipos de la empresa 2 es T = {cp,ca} y
que el espacio de tipos de la empresa 1 es T} = {c}.

Dada esta definicion del tipo de un jugador, decir que el jugador
i conoce su funcién de ganancias es equivalente a decir que el jugador <
conoce su tipo. Del mismo modo, decir que el jugador ¢ puede no estar
seguro de las funciones de ganancias de otros jugadores es equivalente
a decir que puede no estar seguro de los tipos de otros jugadores, de-
notados por t_; = (ty,... t;_1,ti+1,- - - ). Utilizamos T-.; para indicar el
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conjunto de todos los posibles valores de ¢_;, y utilizamos la distribucién
de probabilidad p;(t_;|t;) para designar la conjetura sobre los tipos de los
otros jugadores, ¢{_;, dado el conocimiento del jugador 7 de su tipo ¢;. En
cada aplicacion analizada en la seccién 3.2 (y en la mayor parte de la
literatura), los tipos de los jugadores son independientes, en cuyo caso
pi(t_;|t;) no depende de t;, por lo que podemos escribir la conjetura del
jugador i como p;({—;). Sin embargo, hay contextos en los que los tipos
de los jugadores estdn correlacionados, por lo que deberemos tenerlo en
cuenta en nuestra definicién de juego bayesiano estdtico, escribiendo la
conjetura del jugador i como p;(t —; lti).1

Uniendo los nuevos conceptos de tipos y conjeturas con los elementos
ya familiares de la representacién en forma normal de un juego estatico
con informacién completa, obtenemos la representacién en forma normal
de un juego estdtico bayesiano.

Definicién. La representacion en forma normal de un juego bayesiano estitico
de n jugadores exige concretar los espacios de acciones de los jugadores Ay, . . . An,
sus espacios de tipos Ty, ...,/ 1, sus conjeturas pi,...,pn Y SUs funciones de
ganancias uy, . . . u,. El tipo del jugador i, t;, es conocido sélo por el jugador
i, determina la funcién de ganancias del jugador i, ui(ay,...,an;t:), y €s un
elemento del conjunto de tipos posibles T;. La conjetura del jugador i, p;(t_;|ts),
describe la incertidumbre de i respecto a los posibles tipos de los otros n — 1
jugadores, t_;, dado el propio tipo de i, t;. Denotamos este juego como G =
{A1, ... AT, T, o P, - - - U ) )

Siguiendo a Harsanyi (1967), suponemos que el desarrollo temporal
de un juego bayesiano estético es la siguiente: (1) el azar determina un
vector de tipos ¢ = (¢1,...,t,), donde t; se obtiene del conjunto de tipos
posibles T;; (2) el azar revela ¢; al jugador ¢, pero a ningtin otro jugador; (3)
los jugadores toman sus decisiones simultdneamente; el jugador i elige a;
del conjunto factible A;, y (4) se reciben las ganancias u;(ay, . . . ,an; t;). Con
la introduccion ficticia del azar en (1) y (2), hemos descrito un juego con
informacion incompleta como un juego con informacién imperfecta, donde

T Imaginemos que dos empresas estan compitiendo por desarrollar una nueva tecnologfa.
La posibilidad de éxito de cada empresa depende en parte de la dificultad en desarrollar la
tecnologfa, dificultad que es desconocida. Cada empresa sélo sabe si lo ha logrado o no, pero
1o si la otra lo ha conseguido. Sin embargo, si la empresa 1 ha tenido éxito, es mas probable
que la tecnologia sea facil de desarrollar y, por ello, también més probable que la empresa 2
la haya desarrollado. Por lo tanto, la conjetura de la empresa 1 sobre el tipo de la empresa 2
depende del conocimiento por parte de la empresa 1 de su propio tipo.

" |
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con informacién imperfecta queremos decir (como en el capitulo 2) que en
alguna ronda del juego el jugador al que le corresponde decidir no conoce
la historia completa del desarrollo anterior del juego. Aqui, como el azar
revela el tipo del jugador ¢ al jugador ¢ pero no al jugador j en el paso
(2), el jugador j no conoce la historia completa del juego cuando toma sus
decisiones en el paso (3).

Necesitamos tratar otras dos cuestiones algo mds técnicas para com-
pletar la discusién sobre la representacién en forma normal de los juegos
bayesianos estdticos. En primer lugar, existen juegos en los cuales el ju-
gador 4 tiene informacién privada no sélo sobre su propia funcién de
ganancias, sino también sobre la funcién de ganancias de otro jugador.
Por ejemplo, en el ejercicio 3.2, cambiamos la informacién asimétrica del
modelo de Cournot de la seccién 3.1.A de manera que los costes son
simétricos y del dominio priblico, pero una empresa conoce el nivel de
demanda y la otra no. Puesto que el nivel de demanda afecta las fun-
ciones de ganancias de ambos jugadores, el tipo de la empresa informada
aparece en la funciéon de ganancias de la empresa no informada. En el caso
de n jugadores, capturamos esta posibilidad permitiendo que la ganancia
del jugador ¢ dependa no sélo de las acciones (a1, . . . ,a,,), sino

también de todos los tipos (t1, . . . ,t,). Escribimos esta ganancia como
ui(a1,...,an;t1,...,tn). '

La segunda cuestion técnica se refiere a las conjeturas p;(t_;|¢;). Su-
ponemos que es del dominio ptiblico que en el paso (1) del desarrollo
temporal del juego estatico bayesiano, el azar escoge un vector de tipos
t =(t1,...,t) de acuerdo con la distribucién a priori de probabilidad p(t).
Cuando el azar revela ¢; al jugador i, éste puede calcular la conjetura
pit_;|t;) utilizando la regla de Bayes:2

plt_s,t:) plt_i,te)
i(E_s[t:) = = .
piltiltd = =255 S pli_it)
t_;e€T_;

Ademds, los otros jugadores pueden calcular las distintas conjeturas que
podria formarse el jugador i, dependiendo del tipo de 4, concretamente

2 La regla de Bayes es una férmula para calcular P(A|B), la probabilidad (condicionada)
de que un suceso A ocurra dado que un suceso B ha ocurrido ya. Sean P(A), P(B) y P(A,B)
las probabilidades (a priori, es decir, las probabilidades antes de que A o B hayan podido
ocurrir) de que A ocurra, de que B ocurra y de que ambos A y B ocurran respectivamente. La
regla de Bayes establece que P(A|B) = P(A,B)/P(B). Es decir, la probabilidad condicional
de que se dé A es igual a la probabilidad de que se den tanto A como B, dividida por la
probabilidad a priori de que ocurra B.
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pi(t_;|t;) para cada t; en T;. Como ya indicamos, vamos a suponer a
menudo que los tipos de los jugadores son independientes, en cuyo caso
pi(t_;) no depende de t;, pero se obtiene a partir de la distribucién a priori
p(t). En este caso, los otros jugadores conocen la conjetura de ¢ sobre sus

tipos.
3.1.C Definicién del equilibrio bayesiano de Nash

Ahora queremos definir el concepto de equilibrio de los juegos bayesian‘os
estdticos. Para ello, necesitamos definir primero los espacios de estrategias
de los jugadores en dicho juego. Recordemos de las secciones 2.3.B y
2.4.B que la estrategia de un jugador es un plan de accién completo, que
establece una accién factible para cada contingencia en la que el jugador
podria tener que actuar. Dada la secuencia temporal del juego estético
bayesiano en el cual el azar comienza el juego eligiendo los tipos de _I?S
jugadores, una estrategia (pura) del jugador i debe establecer una accién
posible para cada uno de los tipos posibles del jugador :.

Definicién. En el juego bayesiano estitico G = {Ay, ..., An;Th, ... Taip1, - -+,
DrjUl, - - - Un}, una estrategia del jugador i es una funcion s;(t;) donde,.pam
cada tipo t; en T, s;(t;) determina la accidon del conjunto factible A; que el tipo ¢;
elegiria si el azar determinara que el jugador es de este tipo.

Al contrario que en los juegos (tanto estdticos como dindmicos) con
informacién completa, en un juego bayesiano, los espacios de estrategias
no se dan en la representaciéon en forma normal del juego, sino que se
construyen a partir de los espacios de tipos y acciones. El conjunto de
posibles estrategias (puras) del jugador 4, S;, es el conjunto de todas las
funciones posibles con dominio T; y recorrido A;. Por ejemplo, en una
estrategia de separacién, cada tipo t; en T; elige una accion diferente a;
de A;. Por el contrario, en una estrategia de agrupacion, todos los tipos
eligen la misma accién. Esta distincién entre estrategias de sepaljacién y
de agrupacién es importante para la discusién de los juegos dindmicos con
informacién incompleta del capitulo 4. Introducimos la distincién aqui
s6lo para ayudar a describir la gran variedad de estrategias que pueden
construirse a partir de un determinado par de espacios de tipos y acciones,
Ti y AZ’.

Puede parecer innecesario exigir que la estrategia del jugador ¢ deter-
mine una accién factible para cada uno de los tipos posibles del jugador
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i. Después de todo, una vez el azar ha elegido un tipo particular y se
lo ha revelado a un jugador, puede parecer que el jugador no necesita
preocuparse por las acciones que podria haber tomado de haber salido
elegido otro tipo. Sin embargo, el jugador i necesita tener en cuenta lo que
harén los otros jugadores, y lo que hardn depende de lo que piensen que
hard el jugador ¢ para cada ¢; en T;. Por lo tanto, para decidir qué hacer
una vez que un tipo ha sido elegido, el jugador 7 tendrd que pensar qué
habria hecho para cada otro tipo de T; que podria haber sido elegido.

Consideremos, por ejemplo, el juego de Cournot con informacién
asimétrica de la seccién 3.1.A. Argumentamos alli que la solucién del juego
consiste en la eleccién de tres cantidades: 3(ca), ¢;(cB) y ¢f . En términos
de la definicién de estrategia que acabamos de dar, el par (g;(ca),q3(cB))
es la estrategia de la empresa 2 y g} es la estrategia de la empresa 1. Es
fdcil imaginar que la empresa 2 elegir4 diferentes cantidades dependiendo
de su coste. Sin embargo, es igualmente importante darse cuenta de que
la eleccién de la cantidad de la empresa 1 deberfa tener en cuenta que la
cantidad de la empresa 2 dependerd del coste de la empresa 2. Por lo
tanto, si nuestro concepto de equilibrio es requerir que la estrategia de
la empresa 1 sea una mejor respuesta a la estrategia de la empresa 2, la
estrategia de la empresa 2 debe ser un par de cantidades, una para cada
posible coste tipo, o si no, la empresa 1 no podria calcular si su estrategia
es efectivamente una mejor respuesta a la estrategia de la empresa 2.

De forma més general, no podriamos aplicar la nocién de equilibrio de
Nash a juegos bayesianos si permitiéramos que la estrategia de un jugador
no especificara lo que el jugador harfa si algunos tipos resultaran elegidos
por el azar. Este argumento es analogo a uno del capitulo 2: puede
haber parecido innecesario exigir que la estrategia del jugador ¢ en un
juego dindmico con informacién completa especificase una accién factible
para cada contingencia en la cual el jugador ¢ podria haber tenido que
jugar, pero no podrfamos haber aplicado la nocién de equilibrio de Nash
a juegos dindmicos con informacién completa si hubiéramos permitido
que alguna estrategia dejara sin determinar las acciones del jugador en
alguna contingencia.

Una vez dada la definicién de estrategia en un juego bayesiano, abor-
damos ahora la definicién del equilibrio bayesiano de Nash. A pesar de
la complejidad notacional de la definicién, la idea central es simple y fa-
miliar: la estrategia de cada jugador debe ser una mejor respuesta a las
estrategias de los restantes jugadores. Es decir, un equilibrio bayesiano
de Nash es simplemente un equilibrio de Nash en un juego bayesiano.
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Definicién. En el juego bayesiano estdtico G = {A1,... An; T, Toip1, - - )
Dnj U1, .- . Un } las estrategias s* = (s7, . .. ,5%) forman un equilibrio bayesiano
de Nash (con estrategias puras) si para cada jugador iy para cada uno de sus
tipos t; en T;, st (t;) es una solucion de

max Z u; (s7(t1), . .- Js (21,040,871 Cir1), -+ - 57 (En); t) pi (t—i|ti) .
a;€EA; teT_;
Es decir, ningiin jugador quiere cambiar su estrategia, incluso si el cambio supone

cambiar s6lo una accién para un tipo.

Es inmediato demostrar que en un juego bayesiano estatico finito (es
decir, un juego en el cual n es finito y (4y,...,4,) y (T3, - .. ,T,) son todos
conjuntos finitos) existe un equilibrio bayesiano de Nash, tal vez con
estrategias mixtas. La demostracién es muy similar a la de la existencia
de un equilibrio de Nash con estrategias mixtas en juegos finitos con
informacién completa, por lo que la omitimos.

3.2 Aplicaciones

3.2.A Revisién de las estrategias mixtas

Como mencionamos en la seccién 1.3.A, Harsanyi (1973) interpret6 la
estrategia mixta del jugador j como la incertidumbre del jugador i sobre
la estrategia pura elegida por el jugador j y que, a su vez, la eleccion dej
depende de cierta informacién privada. Ahora damos un enunciado mas
preciso de esta idea: un equilibrio de Nash con estrategias mixtas en un
juego con informacién completa puede (casi siempre) interpretarse como
un equilibrio bayesiano de Nash con estrategias puras en un juego muy
similar con algo de informacién incompleta. (No tendremos en cuenta los
casos raros en los cuales tal interpretacién no es posible.) De un modo mds
evocador, la caracteristica crucial de un equilibrio de Nash con estrategias
mixtas no es que el jugador j elija una estrategia al azar, sino que eljugador
i no sabe con certeza la eleccién del jugador ;. Esta falta de certeza puede
provenir de algin suceso aleatorio o (inds probablemente) de un poco de
informacién incompleta, como en el siguiente ejemplo.

Recordemos que en la batalla de los sexos existen dos equilibrios de
Nash con estrategias puras, (6pera, dpera) y (boxeo, boxeo), y uno con
estrategias mixtas, en el que Chris elige la 6pera con probabilidad 2 /3y
Pat elige el boxeo con probabilidad 2/3.
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Pat

Opera Boxeo

()pera 2,1 ] 00
Chris

Boxeo 00 | 1,2

La batalla de los sexos

Ahora supongamos que, aunque se conocen desde hace mucho tiempo,
Chris y Pat no estdn seguros de las ganancias del otro. En particular, su-
pongamos que: la ganancia de Chris siambos van a la pera es 2+t., donde
t. es informacion privada de Chris; la ganancia de Pat si ambos van al bo-
xeo es 2 +t,, donde ¢, es informacién privada de Pat, y t. y ¢, se obtienen
independientemente de una distribucién uniforme en [0,z]. (La eleccién
de una distribucién uniforme en [0,z] no es importante; la idea que quere-
mos recoger es que los valores ¢, y ¢, sélo afectan ligeramente a las ganan-
cias en el juego original, para lo cual podemos pensar que z es pequeiia.)
El resto de las ganancias son las mismas. En términos del juego bayesiano
estdtico abstracto en forma normal G = {A.,A,; Te,Tp; Pe,Pp; te,Up } 105 €5-
pacios de acciones son A. = A, = {6pera, boxeo}, los espacios de tipos
son T, = T, = [0,2], las conjeturas son p(t;) = py(t.) = 1/z para cada i y
t,, y las ganancias son las siguientes:

Pat

Opera  Boxeo

Opera | 2+t.,1| 00
Chris

Boxeo 00 (1,241,

La batalla de los sexos con informacion incompleta

Vamos a construir un equilibrio bayesiano de Nash con estrategias
puras de la version con informacién incompleta de la batalla de los sexos
en el cual Chris elige la Opera si ¢t. es mayor que un valor critico ¢ y
elige el boxeo en cualquier otro caso, y Pat elige el boxeo si ¢, es mayor
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que un valor critico p y elige la 6pera en cualquier otro caso. En tal
equilibrio, Chris elige la 6pera con probabilidad (xz — ¢)/z y Pat elige el
boxeo con probabilidad (z — p)/z. Vamos a demostrar que, cuando la
informacién incompleta desaparece (es decir, cuando z tiende a cero), el
comportamiento de los jugadores en este equilibrio bayesiano de Nash en
estrategias puras tiende a su comportamiento en el equilibrio de Nash con
estrategias mixtas del juego original con informacién completa. Es decir,
tanto (z — ¢)/z y (z — p)/z tienden a 2/3 cuando z tiende a cero.

Supongamos que Chris y Pat eligen las estrategias que acabamos de
describir. Para un valor dado de =z vamos a determinar los valores de c y
p tales que las estrategias formen un equilibrio bayesiano de Nash. Dada
la estrategia de Pat, las ganancias esperadas de Chris al elegir la 6pera y
el boxeo son

2(2+tc)+[1—£] 0=20+t)
X x X

foefi-2 112

respectivamente. Por lo tanto, elegir la 6pera es 6ptimo si y sélo si
> -3=c 3.2.1)
p

De forma similar, dada la estrategia de Chris, las ganancias esperadas de
Pat por elegir el boxeo y la épera son ’

C (o4 C
[1—;] 0+ SQ+t) = 22+

SERRENE

respectivamente. Por lo tanto, elegir el boxeo es 6ptimo si y sélo si

t, > % ~3=p. (3.2.2)
Resolviendo (3.2.1) y (3.2.2) simultdneamente obtenemos p = c y p*+3p—
z = 0. Resolviendo la ecuacién de segundo grado se demuestra que la
probabilidad de que Chris elija la 6pera, concretamente (z — ¢)/z, y la de
que Pat elija el boxeo, concretamente (z — p)/z, son ambas iguales a
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B —3++vV9+4x

1
2z

que tiende a 2/3 cuando z tiende a cero. Por lo tanto, cuando la infor-
macién incompleta desaparece, el comportamiento de los jugadores en
este equilibrio bayesiano de Nash con estrategias puras del juego con
informacién incompleta tiende a su comportamiento en el equilibrio de
Nash con estrategias mixtas en el juego original con informacién completa.

3.2.B Una subasta

Consideremos la siguiente subasta de sobre cerrado al primer precio. Hay
dos participantes que denominamos ¢ = 1, 2. El participante ¢ tiene una
valoracién v; del bien, es decir, si ¢ consigue el bien y paga el precio
p, la ganancia de ¢ es v; — p. Las valoraciones de los dos participantes
estdn uniformemente distribuidas de forma independiente en [0, 1]. Las
pujas no pueden ser negativas. Los participantes entregan sus pujas
simultdneamente. La puja mds alta gana la subasta y el ganador paga el
precio de su puja, mientras que el otro participante no obtiene nada ni paga
nada. En caso de empate, el ganador se determina lanzando una moneda.
Los participantes son neutrales al riesgo. Todo esto es informacién del
dominio piblico.

Para formular este problema como un juego bayesiano estatico, debe-
mos identificar los espacios de acciones, los espacios de tipos, las conje-
turas y las funciones de ganancias. La accién del jugador ¢ es entregar
una puja b; (no negativa) y su tipo es su valoracién v;. (En términos del
juego abstracto G = {Aj1,A42;Ty,T%; p1,p2; u1,u2}, €l espacio de acciones es
A; =[0,00) y el espacio de tipos es T; = [0,1].) Como las valoraciones son
independientes, el jugador ¢ cree que v; estd uniformemente distribuido
en [0,1], independientemente del valor de v;. Finalmente, la funcién de
ganancias del jugador i es

v; — b; si b; >bj,
uiby,bo; v, v) = § (Wi —b)/2 sib;=1by,
0 sibi < bj.

Para obtener un equilibrio bayesiano de Nash de este juego comen-
zamos construyendo los espacios de estrategias de los jugadores. Recor-
demos que en un juego bayesiano estético, una estrategia es una funcién
que va de tipos a acciones. Por lo tanto, para el jugador ¢ una estrategia
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es una funcion b;(v;) que determina la puja que elegiria cada uno de los
tipos (es decir, valoraciones) de ¢ . En un equilibrio bayesiano de Nash, la
estrategia b1 (v1) del jugador 1 es una mejor respuesta a la estrategia by(v,)
deljugador 2 y viceversa. Formalmente, el par de estrategias (b1 (v1),b2(v2))
i constituye un equilibrio bayesiano de Nash si, para cada v; en [0,1], b;(v;)
| es una solucién de

1
rr})ax(vi — bz) Prob{bi > bj(’l)j)} + E(vi - bi) PI‘Ob{bi = bj(?)j)}.

Simplificamos la exposicién buscando un equilibrio lineal: b1(vy) =
a1 +c1v1 y bp(v2) = ag + covn. Nbtese que no estamos limitando los espacios
) de estrategias de los jugadores para incluir s6lo estrategias lineales, sino
que estamos permitiendo que los jugadores elijan estrategias arbitrarias
y nos preguntamos si existe un equilibrio lineal. Resulta que, puesto que
las valoraciones de los jugadores estdn uniformemente distribuidas, no
sélo existe un equilibrio lineal sino que éste es tinico (en un sentido que
precisaremos). Veremos que b;(v;) = v;/2. Es decir, cada jugador entrega
una puja igual a la mitad de su valoracién. Tal puja refleja el dilema
fundamental al que se enfrenta cualquier participante en una subasta de
este tipo: cuanto mds alta sea la puja mds posibilidades tiene de ganar;
cuanto mds baja sea la puja, mayor serd la ganancia si gana.

Supongamos que el jugador j adopta la estrategia b;(v;) = a; + c;v;.
Para un valor dado v; la mejor respuesta del jugador 4 es una solucién de

rrzax(vi —b;) Prob{bi > a5+ ijj},

donde hemos utilizado el hecho de que Prob{b; = b;(v;)} = 0 (puesto que
b;j(v;) = a; + cjv; y vj estd uniformemente distribuida, también lo esta b;).
Puesto que no tiene sentido que el jugador i puje por debajo de la puja
minima del jugador j y serfa tonto por parte de ¢ pujar por encima del
méximo del jugador j, tenemos que a; < b; < a; + ¢;, por lo que

_bi—ay

bz‘ - aj
Prob{bi > a;+ ijj} = Prob {1)]‘ < . ] }
)

Cj

Por lo tanto, la mejor respuesta del jugador : es

b;(v;) = {

siv; > aj,

(’UZ' + a]-)/2
; siv; < aj.

a;
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Si0 < a; < 1, existen varios valores de v; tales que v; < aj, en cuyo caso
bi(vi) no es lineal, sino plana al principio y con pendiente positiva después.
Como estamos buscando un equilibrio lineal, excluimos 0 < a; < 1,
centrandonos en a; > 1y a; < 0. Pero el primero no puede darse en
equilibrio: puesto que es 6ptimo para un tipo mds alto pujar tanto al
menos como la puja 6ptima del tipo més bajo, tenemos que ¢; > 0, pero
entonces a; > 1 implicaria que b;(v;) > v;, lo que no puede ser 6ptimo.
Por lo tanto, si b;(v;) tiene que ser lineal, debemos tener a; < 0, en cuyo
caso bi(v;) = (v; + a;)/2, porloque a; = a;/2y c; =1/2.

Podemos repetir el mismo andlisis para el jugador j suponiendo que el
jugador i adopta la estrategia b;(v;) = a;+c;v;, conlo que obtenemos a; < 0,
aj = a;/2'y ¢; = 1/2. Combinando estos dos conjuntos de resultados
tenemos que a; = a; = 0y ¢; = ¢; = 1/2, es decir, b;(v;) = v;/2, como
dijimos antes.

Podriamos preguntarnos si hay otros equilibrios bayesianos de Nash
en este juego, y también cémo las pujas en equilibrio cambian cuando
la distribucién de las valoraciones de los jugadores cambia. Ninguna de
estas cuestiones puede resolverse utilizando la técnica que acabamos de
aplicar (proponer estrategias lineales y después derivar los coeficientes
que las convierten en equilibrio). No conduce a ninguna parte inten-
tar adivinar todas las formas funcionales que podrian tener otros equi-
librios de este juego, y no existe equilibrio lineal para ninguna otra dis-
tribucién de valoraciones. En el apéndice, derivamos un equilibrio baye-
siano simétrico,® nuevamente para el caso de valoraciones uniformemente
distribuidas. Suponiendo que las estrategias de los jugadores son estric-
tamente crecientes y diferenciables, demostramos que el tnico equilibrio
bayesiano de Nash simétrico es el equilibrio lineal que ya hemos deri-
vado. La técnica que utilizamos puede extenderse facilmente a una clase
mds amplia de distribuciones de las valoraciones, y también al caso de n
participantes.*

3 Un equilibrio bayesiano de Nash se denomina simétrico si las estrategias de los jugadores
son idénticas. Es decir, en un equilibrio bayesiano de Nash simétrico existe una sola funcién
b(v;) tal que la estrategia by (v1) del jugador 1 es b(v;) y la estrategia by(vy) del jugador 2 es
b(vp), y esta tinica estrategia es una mejor respuesta a si misma. Por supuesto, puesto que

las valoraciones de los jugadores serdn normalmente diferentes, sus pujas también lo seran,

incluso si ambos utilizan la misma estrategia. -
4 La omisi6n de este apéndice no impediré la comprensién del resto del libro.
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Apéndice

Supongamos que el jugador j adopta la estrategia b(-) y supongamos que
b(.) es estrictamente creciente y diferenciable. Entonces, para un valor
dado de v; la puja 6ptima del jugador i es una solucién de

max(v; — b;) Prob{b; > b(v;)}.
b;

Sea b~1(b;) la valoraci6én que el participante j debe tener para puj.ar b 5 gsto
es, b=1(b;) = vj si b; = b(v;). Puesto que v; estd uniformemente dlst'trl‘l?ulda
en [0,11, Prob{b; > b(v;)} = Prob{b=1(b;) > v;} = b~1(b;). La C(.)nd1c1on de
primer orden para la optimizacion del problema del jugador ¢ es

d
~1(b;) + (v; = by) b7 (bs) =0,
—b7 () + (v b’)dbib (b:)

Esta condicién es una ecuacién implicita de la mejor respuesta del jugador
i a la estrategia b(-) jugada por j dado que la valoracién de z'.es Vi Sila
estrategia b(-) tiene que ser un equilibrio bayesiano de Nash simétrico, es
necesario que la solucién a la condicién de primer or.den sea {)(vi). Es degr,
para cada una de las posibles valoraciones del pujador 4, éste no quiere

_ desviarse de la estrategia b(-) dado que el jugador j utiliza esta es'trf;l,tegla.
Para imponer este requisito, sustituimos b; = b{v;) en la condicién de
primer orden, obteniendo

b1 (b)) + (s — b(ui»g){b—l(bm) - 0.

Por supuesto, b=1(b(v;)) es simplemente v;. Ademas, d{{)“l(b(vi))} / db'i,=
1/b'(v;). Es decir, d{b="(b;)}/db; mide cudnto debe cambiar la' valqraaon
del jugador ¢ para producir un cambio de una unidad en la puja, mientras
que '(v;) mide cudnto cambia la puja en respuesta a un cambio de 1?1,1a
unidad en la valoracién. Por lo tanto, b(-) debe satisfacer ‘1a ecuacién
diferencial de primer orden
1
—v; + (v; — b(vi))m =0,

la cual se expresa deun modo mas conveniente como b (v;)v; +b(v;) = v;. La
parte izquierda de esta ecuacion diferencial es precisamente d{b(v;)v; }/dv;.
Integrando ambas partes de la ecuacién obtenemos

1
b(v)v; = Evf +k,
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donde k es una constante de integracién. Para eliminar k necesitamos una
condicién de frontera. Afortunadamente, un razonamiento econémico
simple nos ofrece una: ningiin jugador deberia pujar por encima de su
propia valoracién. Por tanto, debe cumplirse que b(v;) < v; para cada
v;. En particular, debe ocurrir que 5(0) < 0. Puesto que las pujas estin
restringidas a ser no negativas, esto implica que 5(0) = 0, y entonces k = 0

y b(v;) = v;/2, como dijimos.
3.2.C Una subasta doble

A continuacién consideramos el caso en el cual un comprador y un ven-
dedor tienen cada uno informacién privada sobre sus valoraciones, como
en Chatterjee y Samuelson (1983). (En Hall y Lazear [1984] el compra-
dor es una empresa y el vendedor un trabajador. La empresa conoce el
producto marginal del trabajador, y el trabajador conoce sus otras opor-
tunidades. Véase el ejercicio 3.8.) Analizamos un juego de intercambio
llamado subasta doble. El vendedor anuncia un precio de venta p;, y el
comprador simultdineamente anuncia un precio de compra p;. Si py > ps,
el intercambio tiene lugar a un precio p = (py + ps)/2. Sipy < ps no se da
el intercambio.

La valoracion por parte del comprador del bien del vendedor es v;
la del vendedor es v,. Estas valoraciones son informacién privada y se
obtienen independientemente de distribuciones uniformes en [0,1]. Si el
comprador obtiene el bien por el precio p, su utilidad es v, — p; si no hay
intercambio la utilidad del comprador es cero. Si el vendedor vende el
bien por el precio p, su utilidad es p — v;; si no hay intercambio su utilidad
es cero. (Cada una de estas funciones de utilidad mide el cambio en la
utilidad de cada parte. Si no hay intercambio, no hay cambio en utilidad.
No cambiaria nada definir, digamos, la utilidad del vendedor como p si
hay intercambio a un precio p y v, si no hay intercambio.)

En este juego bayesiano estatico, una estrategia del comprador es una
funcién p;(vs) que determina el precio que el comprador ofrecera para cada
una de sus posibles valoraciones., Del mismo modo, una estrategia del
vendedor es una funcién p,(v,) que especifique el precio que el vendedor
pedird para cada una de sus posibles valoraciones. Un par de estrategias
{pe(vp),ps(vs)} constituye un equilibrio bayesiano de Nash si se cumplen
las dos condiciones siguientes. Para cada v, en [0, 1], py(vp) €s una solucién
de

max,, ['Ub _ Pb+E[Ps(vs;|Pb2Ps(vs)]:| Prob{p, > ps(vs)}, 3.2.3)
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donde Elps(s)|ps > ps (vs)] es €l precio esperado que pediré el vendedor,
condicionado a que lo que pida sea menor que el preci
comprador. Para cada v, en [0,1], ps(v,) es una solucién de

cio ps ofrecido por el

max [ps + E[pb(vb)zlpb(vb) >psl Us] Prob{ps(vs) > ps}, (3.2.4)
Ps

donde Elps(vs)|ps{vs) > ps] es el precio esperado que ofrecera el compra-

dor condicionado a que lo que ofrezca sea mayor que el precio p, que pide

el vendedor.

vb
1 U, = U,
Intercambio
x
x 1 v,

Figura 3.2.1

Existen muchisimos equilibrios bayesianos de Nash de este juego.
Consideremos, por ejemplo, el siguiente equilibrio de precio tdnico en
el cual el intercambio ocurre a un tnico precio si es que ocurre. Para
sea la estrategia del comprador ofrecer z

cualquier valor de z en 0,11, :
y sea la estrategia del

si v, > z y ofrecer cero en cualquier otro caso,
vendedor pedir z si v, < z y pedir uno en cualquier otro caso. Dada la
estrategia del comprador, las posibilidades del vendedor se concretan en
un intercambio a z o en que no haya intercambio, por lo que la estrategia
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del vendedor es una mejor respuesta a la del comprador, ya que para los
tipos del vendedor que hacen que el intercambio se prefiera a la ausencia
de intercambio éste ocurre, y viceversa. El argumento andlogo demuestra
que la estrategia del comprador es una mejor respuesta a la del vendedor,
por lo que estas estrategias forman un equilibrio bayesiano de Nash. En
este equilibrio el intercambio se da para los pares (vs,v3) indicados en la
figura 3.2.1; el intercambio serfa eficiente para todos los pares (v,,v;) tales
que v, > v;, pero no se da en las dos regiones sombreadas de la figura.

Ahora derivamos un equilibrio bayesiano de Nash lineal de la subasta
doble. Como en la seccién anterior, no restringimos los espacios de estrate-
gias de los jugadores de manera que se incluyan solamente las estrategias
lineales, sino que permitimos que los jugadores elijan estrategias arbitra-
rias pero nos preguntamos si existe un equilibrio que sea lineal. Existen
muchos otros equilibrios ademds de los equilibrios de precio tinico y el
equilibrio lineal, pero el equilibrio lineal tiene propiedades de eficiencia
interesantes que describiremos mds adelante.

Supongamos que la estrategia del vendedor es p,(vs) = as + csvs.
Entonces ps estd uniformemente distribuido en [a,,as + ¢;], por lo que
(3.2.3) se convierte en

4

1 as + Pp Py — Gg
ma - = +
pbx |:’Ub 3 {Pb 5 }] -

cuya condicién de primer orden consiste en

Py = %vb + %as. (3.2.5)
Por lo tanto, si el vendedor utiliza una estrategia lineal, la mejor respuesta
del comprador también es lineal. Andlogamente, supongamos que la
estrategia del comprador es py(vs) = as + cpvp. Entonces, p, estd uniforme-

mente distribuido en [a3,a + 3], por lo que (3.2.4) se convierte en

1 + + + _
max | - {ps L Pt a Cb} o, ap + Cp ps,
ps |2 2 ch

cuya condicién de primer orden es

2 1
Ds = E'Us + g(ab + Cb)~ (3.2.6)

Por lo tanto, si el comprador utiliza una estrategia lineal, la mejor respuesta
del vendedor también es lineal. Si las estrategias lineales de los jugadores
han de ser mejores respuestas la una a la otra, (3.2.5) implica que ¢, = 2/3
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y ap = a5/3, y (3.2.6) implica que ¢, = 2 /3y as = (ay + c3) /3. Por lo tanto,
las estrategias de equilibrio lineal son

2 1
pp(vp) = TR AT (3.2.7)
y
2 1
ps(vs) = gvs + Z (328)

como muestra la figura 3.2.2.

ps/pb

s 3/4

pb/(vb)
1/4 W2 :

1/4 3/4 1 v,
Figura 3.2.2

Recordemos que el intercambio en la subasta doble se da si y sélo si
Py > ps. Manipulando (3.2.7) y (3.2.8) se demuestra que el intercambio
ocurre en el equilibrio lineal si y sélo si vy > v, + (1 /4), como muestra
la figura 3.2.3. (De acuerdo con esto, la figura 3.2.2 revela que, para los
tipos del vendedor por encima de 3/4, se realizan demandas por encima
de la oferta més alta del comprador ps(1) = 3/4, y que para los tipos del
vendedor por debajo de 1/4 se realizan ofertas por debajo de la oferta mas
baja del vendedor, p,(0) = 1/4.)
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v, =0+ (1/4)

Intercambio

Figura 3.2.3

Comparemos las figuras 3.2.1 y 3.2.3 (las descripciones de los pares
de valoraciones para los cuales el intercambio ocurre en los equilibrios
de precio tnico y simétrico respectivamente). En ambos casos se da el
intercambio posible mds valioso (concretamente v, = 0y v, = 1). Pero al
equilibrio de precio tnico le faltan algunos intercambios valiosos (como
vs = 0y v = z — ¢, donde ¢ es pequefio, y logra algunos intercambios
que casi no valen nada (como vs = z — e y v, = z + ¢). Por el contrario,
al equilibrio lineal le faltan todos los intercambios que casi no valen nada
pero logra todos los intercambios de valor al menos 1/4. Esto sugiere
que el equilibrio lineal puede dominar los equilibrios de precio tnico
en términos de las ganancias esperadas de los jugadores, pero también
plantea la posibilidad de que los jugadores pudieran estar incluso mejor
en un equilibrio alternativo.

Myerson y Satterthwaite (1983) demuestran que, para distribuciones
uniformes de las valoraciones como las consideradas aqui, el equilibrio
lineal consigue ganancias esperadas mayores que ningtin otro equilibrio
bayesiano de Nash en subasta doble (incluyendo equilibrios mdiltiples).
Esto significa que no existe un equilibrio bayesiano de Nash en subasta
doble tal que el intercambio ocurra si y s6lo si es eficiente (es decir, siy sélo
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sivp > vs). También demuestran que este tltimo resultado es muy general:
si v, esta distribuida de forma continua en [z3,y5] y v, estd distribuida de
forma continua en [z,,y,], donde ys > z; € y» > x5, no existe ninguin juego
de negociacion al que quisieran jugar el comprador y el vendedor que
tenga un equilibrio bayesiano de Nash en el que el intercambio ocurra si
y s6lo si es eficiente. En la préxima seccién vamos a indicar coémo puede
utilizarse el principio de revelacién para demostrar este resultado general.
Concluimos esta seccién aplicando este resultado al modelo de empleo de
Hall y Lazear: si la empresa tiene informacién privada sobre el producto
marginal m del trabajador y el trabajador tiene informacién privada sobre
una oportunidad alternativa v, no existe ningtin juego de negociacién que

la empresa y el trabajador quisieran jugar que produzca empleo si y sélo

si es eficiente (es decir, si y sélo si m > v).

3.3 El principio de revelaciéon

El principio de revelacién, debido a Myerson (1979) en el contexto de
los juegos bayesianos (y en otros en contextos relacionados), es un ins-
trumento importante para disefiar juegos cuando los jugadores tienen
informacién privada. Puede aplicarse a los problemas de las subastas
y del intercambio bilateral descritos en las dos secciones anteriores, asi
como a una amplia gama de problemas. En esta seccién enunciamos y
demostramos el principio de revelacién para juegos bayesianos estaticos.
(La extension de la demostracion a juegos bayesianos dindmicos es in-
mediata.) No obstante, antes de hacerlo, vamos a indicar cémo se utiliza
el principio de revelacion en los problemas de subastas y de intercambio
bilateral.

Consideremos un vendedor que quiere disefiar una subasta que ma-
ximice sus ingresos. Seria una ardua tarea detallar todas y cada una de las
diferentes subastas posibles. En la subasta de la seccién 3.2.B, por ejemplo,
el participante que puja mds alto paga al vendedor y consigue el bien
subastado, pero existen muchas otras posibilidades. Los participantes,
por ejemplo, pueden tener que pagar una entrada. De forma mds general,
algunos de los participantes que pierden pudieran tener que pagar dinero,
tal vez en cantidades que dependan de sus pujas y de las de los demas.
También podria el vendedor establecer un precio de reserva, un precio
minimo por debajo del cual no se aceptaran pujas. De forma mds general,
puede existir cierta probabilidad de que el vendedor se quede con el bien
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o de que éste no siempre vdya a quien puje mas alto. Afortunadamente,
el vendedor puede utilizar el principio de revelacién para simplificar
considerablemente este problema de dos maneras. En primer lugar, el
vendedor puede limitar su atencion a la siguiente clase de juegos:

1. Los participantes hacen declaraciones (posiblemente falsas) sobre sus
tipos (es decir, sus valoraciones). El jugador ¢ puede declarar ser cual-
quier tipo 7; del conjunto T; de posibles tipos de ¢, independientemente
de cudl sea el verdadero tipo i, ¢;.

2. Dadas las declaraciones de los participantes (74, .. .,7,), el jugador %
ofrece z;(ry,...,7,) y recibe el bien subastado con probabilidad ¢;(r,
...,Tn). Para cada posible combinacién de declaraciones (7, . . .,7,), la
suma de las probabilidades q1(r,...,7) + ... + go(71, .. .,7) debe ser
menor o igual a uno.

Los juegos de esta clase (es decir, los juegos estdticos bayesianos en los
cuales la tinica accién del jugador es hacer una declaracién sobre su tipo)
se llaman mecanismos directos.

La segunda manera en la que el vendedor puede utilizar el princi- -

pio de revelacién es limitando su atencién a los mecanismos directos, en
los cuales decir la verdad constituye un equilibrio bayesiano de Nash
para cada participante, es decir, a las funciones de oferta y de proba-
bilidad {z1(m1,...,7), ... @u(r1, ..., 7)1 (1, .70, o @7y, - - -, tau,)}
tales que la estrategia de equilibrio de cada jugador i sea declarar 7;(¢;) = t;
para cada ¢; en T;. Un mecanismo directo en el cual decir la verdad cons-
tituye un equilibrio bayesiano de Nash se llama de incentivos compatibles.

Fuera del contexto del disefio de una subasta, el principio de reve-
lacién puede seguir siendo utilizado de estas dos maneras. Cualquier
equilibrio bayesiano de Nash de un juego bayesiano puede representarse
con un nuevo equilibrio bayesiano de Nash en un nuevo juego bayesiano
adecuadamente escogido, en el cual por “representado” queremos decir
que para cada posible combinacién de tipos de los jugadores (¢;, ... ,t,),
las acciones y las ganancias de los jugadores en el nuevo equilibrio son
idénticos a los del equilibrio original. Independientemente de cuél sea el
juego original, el nuevo juego bayesiano es siempre un mecanismo directo;
independientemente del equilibrio original, el nuevo equilibrio siempre
consiste en decir la verdad. De manera més formal:
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Teorema. (El principio de revelacién). Cualquier equilibrio bayesiano de
Nash en un juego bayesiano puede representarse mediante un mecanismo directo
de incentivos compatibles.

En la subasta analizada en la seccién 3.2.B supusimos que las valoracio-
nes de los participantes eran independientes entre si. También supusimos
(de forma implicita en la definicién de las valoraciones de los participan-
tes) que conocer la valoracién del jugador j no cambiaria la valoracion del
jugador i (aunque tal conocimiento cambiarfa normalmente la puja de 7).
Caracterizamos estos dos supuestos diciendo que los participantes tienen
valores privados e independientes. En este caso, Myerson (1981) deter-
mina qué mecanismos directos tienen un equilibrio de decir la verdad y
cudles de estos equilibrios maximizan la ganancia esperada del vendedor.
El principio de revelacién garantiza entonces que no hay otra subasta con
un equilibrio bayesiano de Nash que proporcione al vendedor una ga-
nancia esperada mds alta, puesto que el equilibrio de tal subasta habria
sido representado por un equilibrio de decir la verdad de un mecanismo
directo, y ya consideramos todos los mecanismos directos de incentivos
compatibles. También demuestra Myerson que el equilibrio bayesiano de
Nash simétrico de la subasta analizada en la seccién 3.2.B es equivalente
a este equilibrio de decir la verdad maximizador de la ganancia (como los
equilibrios simétricos de otras conocidas subastas).

Como segundo ejemplo del principio de revelacién, consideremos el
problema del intercambio bilateral descrito en la seccién 3.2.C. Allf ana-
lizamos un juego de intercambio entre un comprador y un vendedor, la
subasta doble. En ese juego, si habia intercambio, el comprador pagaba al
vendedor, mientras que si no, no habia pago; sin embargo existen muchas
otras posibilidades. Podria haber pagos (del comprador al vendedor o
viceversa) incluso sin intercambio, y la probabilidad de un intercambio
podria estar estrictamente entre cero y uno. También, la regla para deter-
minar si va haber intercambio podria exigir que la oferta del comprador
fuera mayor que la demanda del vendedor en una cierta cantidad (posi-
tiva o negativa); dicha cantidad podria incluso variar dependiendo de los
precios anunciados por las partes.

Podemos capturar estas posibilidades considerando la siguiente clase
de mecanismos directos: el comprador y el vendedor realizan simultédnea-
mente declaraciones sobre sus tipos, 7, y 7s, tras lo cual el comprador paga
al vendedor z(7,7;), que puede ser positivo o negativo, y el comprador
recibe el bien con probabilidad ¢(,7:). Myerson y Satterthwaite deter-

e

e
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minan qué mecanismos directos tienen un equilibrio de decir la verdad.
Luego imponen la restriccién de que cada tipo de cada parte quiera jugar
(es decir, que cada tipo de cada parte tenga una ganancia esperada en equi-
librio no inferior a la ganancia que ese tipo podria conseguir negdndose
a jugar, concretamente cero para cada tipo de comprador y ¢, para el
tipo de vendedor ¢,). Finalmente, demuestran que en ninguno de estos
mecanismos directos de incentivos compatibles, el intercambio se da con
probabilidad uno si y sélo si el intercambio es eficiente. El principio de
revelacion garantiza entonces que no hay juego de negociacién que quie-
ran seguir el comprador y el vendedor que tenga un equilibrio bayesiano
de Nash en el cual se dé el intercambio si y sélo si es eficiente.

Para dar un enunciado formal y una demostracién del principio de re-
velacién, consideremos el equilibrio bayesiano de Nash s* = (s], .. .,s};) en

eljuegobayesianoestaticoG = {A1,..., 4,11, .- TniP1, - - PriUl, - - - Un}e

Vamos a construir un mecanismo directo con un equilibrio de decir la
verdad que represente s*. El mecanismo directo adecuado es un juego
bayesiano estdtico con los mismos espacios de tipos y de conjeturas que
G, pero con nuevos espacios de acciones y nuevas funciones de ganancias.
Los nuevos espacios de acciones son simples. Las acciones factibles del
jugador i en el mecanismo directo son declaraciones (posiblemente falsas)

sobre sus posibles tipos. Es decir, el espacio de acciones del jugador 7 es

T;. Las nuevas funciones de ganancias son mds complicadas. Dependen
no sélo del juego original G, sino también del equilibrio original en dicho
juego, s*. La idea crucial es utilizar el hecho de que s* es un equilibrio
en G para garantizar que decir la verdad es un equilibrio del mecanismo
directo, como vemos a continuacion.

Decir que s* es un equilibrio bayesiano de Nash de G, significa
que para cada jugador 7, s} es la mejor respuesta de ¢ a las estrate-
gias (s],...,87_1,87.1,---,53) de los demds jugadores. Mds concretamente,
para cada uno de los tipos t; en T; de ¢, s;(¢;) es la mejor accién de A;
que puede elegir 4, dado que las estrategias de los otros jugadores son
(83, ...,85_1,5%1,---,5y,). Por tanto, si el tipo de i es t;, y permitimos a i ele-
gir una acciéon de un subgrupo A; que incluye s;(¢;), entonces la eleccién
6ptima de ¢ sigue siendo s;(¢;), suponiendo de nuevo que las estrategias
de los otros jugadores son (s3,...,s7_q,8%,1,.--,55). Las funciones de ga-
nancias en el mecanismo directo se eligen para confrontar a cada jugador
con una eleccién exactamente de esta clase.

Definimos las ganancias en el mecanismo directo sustituyendo las
declaraciones de tipos de los jugadores en el nuevo juego 7 = (7y,...,7)
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en las estrategias de equilibrio del juego original, 5*, y luego sustituyendo
las acciones resultantes en el juego original s*(7) = (s](71), .. Se(Tn)) en
Jas funciones de ganancias del juego original. Formalmente, la funcién de
ganancias de i es

vi(T,8) = wils*(7),t],

donde t = (1, ... tn). Se podria pensar que estas ganancias se dan porque
un observador imparcial se acerca a los jugadores y pronuncia el siguiente
discurso:

Sé que ustedes ya conocen sus tipos y que van a jugar el
equilibrio s* del juego G. Pero permitanme que les pre-
sente un nuevo juego, un mecanismo directo. En primer
lugar, cada uno de ustedes firmard un contrato que me
permita a mi dictar la accion que tomaréan cuando jugue-
mos G. En segundo lugar, cada uno de ustedes escribird
una declaracién sobre su tipo 7; y me la entregara. Segui-
damente utilizaré la declaracién del tipo de cada uno de
ustedes en el nuevo juego, T;, junto con su estrategia de
equilibrio en el juego original, s}, para calcular la accién
que habrian elegido en el equilibrio s* si su tipo fuera
verdaderamente 7;, concretamente s} (r;). Finalmente, de-
terminaré que cada uno de ustedes tome la accién que
he calculado, y recibirdn las ganaricias resultantes (que
dependerdn de estas acciones y de sus tipos verdaderos).

Concluimos esta seccién (y la demostracién del principio de reve-
Jacién) demostrando que decir la verdad es un equilibrio bayesiano de
Nash de este mecanismo directo. Al declarar ser del tipo 7; de T;, el juga-
dor i estd en efecto escogiendo tomar la accién s¥(r;) de A;. Si todos los
demés jugadores dicen la verdad, estdn efectivamente jugando las estrate-
gias (s],...,8i_ 15141/ -+ ,5%). Pero discutimos anteriormente que si juegan
esas estrategias, cuando el tipo de i es ; la mejor accion que puede elegir i
es s*(¢;). Por tanto, si los otros jugadores dicenla verdad, cuando el tipode
i seat; el mejor tipo del que se puede declararserest;. Es decir, decirlaver-
dad es un equilibrio. De un modo més formal, jugar la estrategia de decirla
verdad 7,(t;) = t; para cada t; en T; es un equilibrio bayesiano de Nash del
juego bayesiano estatico {Ty, ... Tn;T1, -/ TniP1s- - - PV, - - - /Un} para
cada jugador 1.

" (1
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3.4 Lecturas adicionales

Myerson (1985) ofrece una introduccién méas detallada a los juegos baye-
sianos, el equilibrio bayesiano de Nash y al principio de revelacion.
Constiltese McAfee y McMillan (1987) para un examen de la literatura
sobre subastas, incluyendo una introduccién a la maldicién del ganador.
Bulow y Klemperer (1991) extienden el modelo de subastas de la seccién
3.2.B para dar una interesante explicacién de los panicos y de los hundi-
mientos racionales en los (digamos) mercados de valores. Sobre el em-
pleo bajo informacién asimétrica constltese Deere (1988), quien analiza un
modelo dindmico en el cual el trabajador va encontrdndose con distintas
empresas a lo largo del tiempo, cada una con su propio producto marginal
conocido de forma privada. Para aplicaciones del principio de revelacién
constiltese Baron y Myerson (1982) sobre la regulacién de un monopolio
con costes desconocidos, Hart (1983) sobre los contratos implicitos y el
paro involuntario y Sappington (1983) sobre la teoria de la agencia.

3.5 Ejercicios

3.1 §Qué es un juego bayesiano estatico? ;Qué es una estrategia (p’ura)
en tal juego? ;Qué es un equilibrio bayesiano de Nash (con estrategias
puras) en dicho juego?

3.2 Consideremos un duopolio de Cournot que opera en un mercado con
demanda inversa P(Q) = a — Q, donde @ = ¢y + ¢ es la cantidad agregada
en el mercado. Ambas empresas tienen unos costes totales de c;(¢;) = cq;,
pero la demanda es incierta: es alta (o = a,) con probabilidad ¢ y baja
(a = ap) con probabilidad 1 —§. Ademads, la informacion es asimétrica. La
empresa 1 sabe si la demanda es alta o baja, pero la empresa 2 no lo sube.
Todo esto es informacién del dominio publico. Las dos empresas eligen
cantidades simultdneamente. ;Cudles son los espacios de estrategias de
las dos empresas? Haganse supuestos sobre a4, ap, 6 y c de manera que
todas las cantidades de equilibrio sean positivas. ¢Cudl es el equilibrio
bayesiano de este juego?

3.3 Consideremos el siguiente modelo de duopolio de Bertrand con infor-
macién asimétrica y productos diferenciados. La demanda que se dirige
ala empresa i es ¢;(p;,p;) = a — p; — b; - p;. Los costes son cero para ambas
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empresas. La sensibilidad de la demanda de la empresa ¢ al precio de la
empresa j es o alta o baja. Es decir, b; es 0 b4 0 b, donde by > bp > 0.
Para cada empresa, b; = b4 con probabilidad ¢ y b; = bp con probabilidad
1 — 6, independientemente de b;. Cada empresa conoce su propio b; pero
no el de su competidora. Todo esto es informacién del dominio ptiblico.
¢Cudles son los espacios de acciones, espacios de tipos, conjeturas y fun-
ciones de utilidad en este juego? ;Cudles son los espacios de estrategias?
¢Qué condiciones definen un equilibrio bayesiano de Nash simétrico con
estrategias puras de este juego? Hallese dicho equilibrio.

3.4 Héllense todos los equilibrios bayesianos de Nash con estrategias pu-
ras en el siguiente juego bayesiano estatico:

1. El azar determina si las ganancias son como en el juego 1 o como en
el juego 2, siendo cada juego igualmente probable.

2. El jugador 1 se entera de si el azar ha escogido el juego 1 o el 2, pero
el jugador 2 no.

3. Eljugador 1 elige A o B; simultdneamente el jugador 2 elige D o I.

4. Las ganancias son las que se dan en el juego que determina el azar.

I D I D
Al1,1]0,0 A(0,0(00
B{0,0(0,0 B0,0(22

Juego 1 Juego 2

3.5 Recordemos de la seccién 1.3 que el juego de las monedas (un juego
estatico con informacién completa) no tiene equilibrios de Nash con es-
trategias puras, pero tiene un equilibrio de Nash con estrategias mixtas:
cada jugador elige cara con probabilidad 1/2.

Jugador 2
cara cruz

cara|1l,-1| -1,1
Jugador 1

cruz| -1,1 |1,-1
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Hillese un equilibrio bayesiano de Nash con estrategias puras del juego
correspondiente con informacién incompleta tal que, conforme la infor-
macién incompleta desaparece, la conducta de los jugadores en el equi-
librio bayesiano de Nash tienda a su comportamiento en el equilibrio de
Nash con estrategias mixtas del juego original con informacién completa.

3.6 Consideremos una subasta de sobre cerrado al primer precio en la cual
las valoraciones de los participantes estdn distribuidas de forma indepen-
diente y uniforme en [0,1]. Demuéstrese que si hay n participantes, la
estrategia de pujar (n — 1)/n veces la propia valoraciéon es un equilibrio
bayesiano de Nash simétrico.

3.7 Consideremos una subasta de sobre cerrado al primer precio en la cual
las valoraciones de los participantes estdn distribuidas indénticamente y
de forma independiente segtn la densidad estrictamente positiva f(v;) en
[0,1]. Calctilese un equilibrio bayesiano de Nash simétrico para el caso de
dos participantes.

3.8 Considérese al comprador y al vendedor de la subasta doble analizada
en la seccién 3.2.C como una empresa que conoce el producto marginal m
del trabajador y un trabajador que conoce su oportunidad alternativa v,
como en Hall y Lazear (1984). En este contexto, un intercambio significa
que el trabajador estd empleado por la empresa, y el precio al cual las
partes negocian es el salario del trabajador w. Si se da el intercambio,
la ganancia de la empresa es m — w, y la del trabajador es w; si no hay
intercambio, la ganancia de la empresa es cero y la del trabajador v.

Supongamos que m y v son obtenidos independientemente segtin una
distribucién uniforme en [0,1] como en el texto. Con fines comparativos,
calctilense las ganancias esperadas de los jugadores en el equilibrio lineal
de la subasta doble. Ahora consideremos los dos juegos de intercambio
siguientes como alternativas a la subasta doble.

Juego 1: Antes de que las partes conozcan su informacién privada,
firman un contrato aceptando que-si el trabajador es empleado por la
empresa, su salario serd w, pero también que cualquiera de las partes
puede romper la relacién de empleo sin coste alguno. Después de que
las partes conocen los respectivos valores de su informacién privada,
anuncian simultdneamente si aceptan el salario w o si lo rechazan. Si
ambos anuncian que lo aceptan, hay intercambio; si no, no. Dado un
valor de v arbitrario en [0,1], ;cudl es el equilibrio bayesiano de Nash de



172 / JUEGOS ESTATICOS CON INFORMACION INCOMPLETA (C. 3)

este juego? Dibtjese un diagrama andlogo a la figura 3.2.3 mostrando los
pares de tipos para los que hay intercambio. Héllese el valor de w que
maximiza la suma de las ganancias esperadas de los jugadores y calctlese
esta suma.

Juego 2: Antes de que las partes conozcan su informacién privada,
firman un contrato aceptando que el siguiente juego dindmico se utilizara
para determinar si el trabajador se une a la empresa y, si lo hace, con
qué salario. (Estrictamente hablando, este juego pertenece al capitulo
4. Vamos a adelantarnos al capitulo 4 aduciendo que este juego puede
resolverse combinando las lecciones de este capitulo con las del capitulo 2.)
Una vez que las partes conocen los respectivos valores de su informacién
privada, la empresa elige un salario w que ofrece al trabajador, salario
que el trabajador acepta o rechaza. Analicese este juego utilizando el
procedimiento de induccién hacia atrds, tal como hicimos en la seccién
2.1.A con los juegos andlogos de informacién completa. Dados wy v, (qué
hars el trabajador? Si la empresa prevé lo que hard el trabajador, dado m
¢qué hara la empresa? ;Cuél es la suma de las ganancias esperadas de los
jugadores?
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