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3. POLINOMIOS Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS

3.1. Polinomios

Anteriormente se trabajé con las cuatro operaciones aritméticas basicas (suma, resta, multiplicacion o
producto, y division), asi como con las operaciones de potenciacion, radicacion y logaritmacion. Se
presentaron ejemplos y se repasaron sus propiedades fundamentales. En la presente seccion de este segundo
tomo de las notas, nos concentraremos en generalizar tales operaciones, empleando para ello simbolos
(generalmente letras), definiendo lo que se conoce como expresiones algebraicas.’

Definicion 1. Se llama monomio al producto de numeros por letras. Los “nimeros” pertenecen al conjunto
de los reales y las “letras” son numeros desconocidos o “incognitas”.

Asi, son monomios:
3.X.8.X
y.5.y.y
z.zXxX\y.x.3.z.zz

y.X

Por convencion, se acostumbra utilizar las Gltimas letras del alfabeto. Como las letras representan nimeros,
entonces es posible operar con ellos como si fueran nimeros: valen para los monomios todas las
propiedades del producto de nimeros reales. Por eso, los ejemplos anteriores se pueden escribir colocando
los nimeros a la izquierda y las letras a la derecha, por ejemplo, en orden alfabético, en virtud de la
propiedad conmutativa del producto de nimeros:

24.x?
5.y3
3.x2y.z°
X.y

En relacion a la notacion, cabe realizar una puntualizacién. En los ejemplos anteriores la operacion
multiplicacion se simboliz6 con un punto (.), pero usualmente en los monomios se omite dicho simbolo. Es
asi que 24.x2 (24 multiplicado por el cuadrado de x) también se escribe como 24x?, omitiendo el punto. De
aqui en adelante aplicaremos esa simplificacion en la notacion.

En el monomio se pueden reconocer ciertas “partes’:

- el coeficiente: es la parte numérica del monomio (24, 5, 3y 1 en los ejemplos)

- la parte literal: es el producto de las incognitas (x?, y3, x2.y.z°, x.y en los ejemplos)

- el grado del monomio: es la cantidad de letras que figuran en la parte literal (2, 3, 8 y 2 en los ejemplos).
Cuando el monomio es un nimero, no hay letras, el grado del monomio es cero.

1 Algebra proviene del arabe (abreviacion de “algabru walmugabalah”, que significa reduccion y cotejo) y denomina
al estudio de operaciones y propiedades de ciertos entes representados por simbolos, generalmente letras. El origen
del algebra parece situarse en India y Persia. Existen antecedentes entre los griegos (Diofanto, siglo I11), aunque fueron
los arabes quienes lo introdujeron en Europa en el siglo IX.
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Definicion 2. Se llama polinomio a la suma o resta de monomios.

Son ejemplos de polinomios:
24x2 —y®
2x1
XL+ y1 + 71
2x% + 3x + 4x? — 5x3 + 6x*
x4+ x2 +x0

Los polinomios pueden depender de una 0 mas incognitas (una o mas letras).

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus monomios.

Ejemplos: gr(24x*—-y% =3
gr(2xt) =1
gr(x*+yt+z) =1
gr(2x° + 3x* + 4x% - 5x3 + 6x*) = 4
gr(x* +x2+x% =4

Definicién 3. Un polinomio en varias incognitas es homogéneo de grado n si todos sus monomios son de
grado n.

Ejemplos:
x3 +y3 es homogéneo de grado 3

X%+ 2xy +y? es homogéneo de grado 2
x3 es homogéneo de grado 3
X2+ 2y no es un polinomio homogéneo

Consideremos ahora polinomios en una sola incognita (solo la letra x) e introduzcamos algunas
simplificaciones en la notacion. Cuando un monomio tiene coeficiente cero, entonces se lo elimina del
polinomio. Cuando el grado de un monomio es 1, entonces no se escribe el exponente 1 (3x* se escribe 3x).
El monomio 5x° se escribe simplemente 5.

Se dice que un polinomio (en una sola incognita) esta reducido si todos sus monomios son de distinto grado.

Ejemplos:
-3x° + 5x3 — 2x es un polinomio reducido

2x* + 4x2 — 5x* no es un polinomio reducido

Para obtener un polinomio reducido en el segundo ejemplo, alcanza con realizar la operacion:
2x* -5x* =(2-5)x* =-3x"
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Se dice que un polinomio esta ordenado si los monomios aparecen en orden creciente o decreciente de sus
grados.

Ejemplos:
2 + 3x + 4x% - 5x3 + 6x* es un polinomio ordenado

2x* + 4x? — 5x% no es un polinomio ordenado

Se dice que un polinomio de grado n es completo si en su desarrollo figuran todos los monomios de grado
menor o igual que n, con coeficientes diferentes de cero.

Ejemplos:
2+ 3x + 4x2 - 5x3+ 6x* es un polinomio de cuarto grado completo

-3x5 + 5x3 — 2x  es un polinomio de quinto grado, pero no completo (los monomios de
grado 4, 2 y de grado 0 tienen coeficiente 0)

El polinomio 2 + 3x + 4x? — 5x3 + 6x* es un polinomio reducido, ordenado y completo.

Los polinomios son entidades matematicas —como lo son los nimeros y los conjuntos—. Se acostumbra a
denominarlos con letras mayusculas de nuestro alfabeto —como a los conjuntos— y cuando es necesario se
explicita el nombre de la incognita.

P=2+3x+4x*-5x3+ 6x*
P(X) = 2 + 3x + 4x2 — 5x3 + 6x*

Definicion 4. Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y, una vez reducidos y ordenados,
tienen iguales todos los coeficientes respectivos.

Ejemplo: Los polinomios P=2+3x+4x2-5x3+6x* y Q=2+ 3x+4x>-5x3+ax*+bx°, dondeay
b son ndmeros, son iguales solosi a=6 y b=0.

Si los coeficientes del polinomio se restringen a los nimeros digitos [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] entonces un
polinomio no es otra cosa que el desarrollo de la expresion de un nimero en base “x”:

Expresion del nimero 5489 en base 10: 5.10° + 4.10% + 8.10* + 9.10° = 54891
Expresion del nimero 48345 en base 5: 3.5%+0.5°+2.5%+1.5%+ 352+ 4.51 + 0.5° = 3021340,

En el segundo ejemplo los coeficientes se restringen al conjunto [0, 1, 2, 3, 4], que son los Gnicos digitos
necesarios para trabajar en base 5. Muchas civilizaciones primitivas trabajaban en base 5. Los mayas usaban
la base 20. Los arabes fueron los primeros en adoptar la base 10.
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3.2. Operaciones con polinomios

Es posible definir operaciones con los polinomios. De hecho, como un polinomio no es otra cosa que la
suma, resta y producto de nimeros y letras —que, como ya dijimos, representan nimeros— se pueden realizar
con ellos todas las operaciones aritméticas. Y ademas, todas las propiedades que estas operaciones tenian
con los numeros son trasladables a los polinomios.

Asi, se cumplen las propiedades de la suma: conmutativa, asociativa, existencia de neutro y existencia de
opuesto. Para hallar el opuesto de un polinomio, por ejemplo, alcanza con cambiar todos los signos de sus
coeficientes.

Ejemplo: Para sumar los polinomios T=3x3-2x+8 y R=4x?+5x -6 se procede como en el esquema
gue sigue (luego de ordenar y reducir los sumandos, si fuera necesario).

X +0x?—2x + 8
+ 4x% + 5x — 6

3 +4X%2+ 3x + 2

El producto de polinomios es una operacién que verifica las propiedades conmutativa, asociativa y
existencia de neutro — el neutro del producto es el polinomio 1 — pero no se cumple la existencia de inverso.

El inverso del polinomio (x + 1) es la expresion algebraica 1 gue no es un polinomio (no se puede
x+1

escribir como suma o resta de monomios).

Para multiplicar dos polinomios se puede aplicar la propiedad distributiva generalizada.

Ejemplo: Para multiplicar (3x?> + 2x — 1) por (x® — 2x — 3) es necesario multiplicar cada monomio del
primer factor por cada monomio del segundo factor, luego sumar todos los productos y reducir el resultado.

X2+ 2x—1
X x3—-2x—3

I+ 2x4—x8
- 6x3 — 4x2 + 2x
-Ox2—6x+3

X+ 2x4 —Tx®—13x2—4x + 3
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3.3. Funcion polindomica

A partir de la entidad polinomio es posible definir funciones de dominio y codominio reales, haciendo
corresponder a cada numero real “x” el valor que resulta de sustituir dicho nimero en P(x).

A estas funciones se las conoce como polinémicas y su grafico suele ser bastante facil de representar en un
par de ejes cartesianos ortogonales cuando el grado del polinomio es bajo. En particular, cuando el
polinomio es de grado O o 1 el grafico de la funciéon polindmica es una recta (graficos A y B,
respectivamente), y cuando el grado es 2 el grafico es una parabola (grafico C).

(A) (B) (©)
rF 3 r 3 r 3
P(x) P(x) P(x)
> Vi > \/ / >
X /fl X 1\—/\2 X

3.5. Raices del polinomio

Definiciéon 5. Se denomina raiz de la funcion polinémica al valor de la incognita (en el lenguaje de
funciones se le llama “variable”) que hace que el valor de la funcion polinémica sea nulo.

aesraizde P <> P(a)=0

Gréficamente, la raiz de P es un valor de x donde el grafico de la funcion corta al eje Ox. En el gréafico (A)
no hay raices, en el grafico (B) la tinica raiz es oo = -1 y en el gréafico (C) la funcién polinémica tiene dos
raices: ap =1y o = 2.

Dado un polinomio, los problemas que pueden presentarse respecto de sus raices son:
- cuantas raices reales tiene,

- cOmo encontrar todas sus raices reales,

- como aproximarlas cuando son reales irracionales.
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Estos problemas, que ya se habian planteado griegos y arabes a comienzos de nuestra era, recién tuvieron
respuesta a partir del siglo XVI y siguientes. La propiedad mas relevante sobre raices de polinomios
expresa: Todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales. El teorema proporciona una cota
superior del nimero de raices, pero no resuelve los problemas arriba enunciados. Para encontrar las raices
reales existen varios métodos que permiten obtenerlas exactamente: el teorema de la raiz racional, la
propiedad que relaciona coeficientes del polinomio con sus raices, el teorema de la descomposicion factorial
y el método de Ruffini para “bajar” el grado del polinomio. Cuando las raices son reales irracionales existen
métodos para aproximarlas mediante nimeros decimales prefijando el maximo error tolerable. En este curso
no trataremos ninguno de estos métodos. Veremos si algunos casos particulares.

Cuando el polinomio es de primer grado, siempre admite una raiz real (Unica).

Px)=a+bx =

Cuando el polinomio es de segundo grado, admite raices reales si la expresion denominada “discriminante”
es mayor o igual que 0.

P(x) =ax?+bx +c

A =b%—4ac es el discriminante

Las expresiones a, = M Y a,= ﬂ proporcionan las dos raices de la funcion polinémica,
2a 2a

en caso que A sea mayor que cero.> Si A = 0, entonces el polinomio tiene una tnica raiz (que se suele

denominar “doble”). Pero si el discriminante es negativo, entonces la funcion no tiene raices reales (tendra

si raices complejas). Estas situaciones se pueden visualizar graficamente.

v

A>0 A=0 A<0

El coeficiente del monomio de grado 2 cumple un papel relevante en la forma del grafico: si a > 0 entonces
la parabola “mira” hacia arriba (como en los casos 2 y 3 de los gréaficos anteriores), y si a < 0 entonces
“mira” hacia abajo (como en el caso 1).

2 Estas expresiones se conocen como la formula de Bascara o Bhaskara. Bhaskara Il (1114-1185) fue un matematico-astrénomo
indio, que alcanz6 un notable desarrollo en el campo del célculo, la astronomia, los sistemas de numeracion y la resolucion de
ecuaciones.
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De acuerdo con el Teorema de Descomposicion Factorial, si o1 ¥ a2 son las raices del polinomio
P(x) = ax? + bx + ¢, entonces el polinomio también se puede expresar asi:
P(X) = a(X - a1)(X - az)

En forma més general, si el polinomio es de grado n y admite las raices o, a2, 03, ...., 0n Y an €S el
coeficiente del monomio de mayor grado, entonces el polinomio puede expresarse como producto asi:

P(X) = an(X - 02)(X - a2)(X — a3)...(X — o)
Si el polinomio P es de grado n y admite solo k raices reales (k < n), entonces todavia P se puede factorizar
asi:
P(X) = an(X - 01)(X - a2)(X — a3)...(x — ok). Q(X)
donde Q es un polinomio de grado (n — k).
Ejemplo: El polinomio P(x) es de grado 6, el coeficiente del monomio de 6° grado es (-4) y admite las

raices 1, 2, 2, 3, -1y -2. Expresar el polinomio en forma factorial.

P(X) = -4(x — 1)(X = 2)(X — 2)(X — 3)(X-(-1)) (X ~(-2))
P(X) = -4(X — 1)(X — 2)%(x — 3)(x +1)(x +2)

3.6. Signo del polinomio

¢Como es aproximadamente el grafico de la anterior funcion polinémica P(x)?
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Las raices de P son puntos de corte del grafico con el eje Ox. Las raices consecutivas determinan intervalos:
(-o0, -2), (-2, -1), (-1, 1), (1, 2), (2, 3) y (3, +). Obsérvese que en esos intervalos el signo de P es o bien
positivo o bien negativo (no hay cambios de signo dentro de esos intervalos). De acuerdo con el gréfico
precedente, el esquema del signo de P es:

S | T S | [ —— 0 +++ O +++ 0 cmcmmmmmmmmeees
San P I I l
-2 -1 |

3 X

g —_

En el esquema se colocan todas las raices y en los intervalos que estas determinan se sefiala el signo del
grafico (+ o — segun corresponda). ¢Existe alguna regla general para hallar el signo de un polinomio de
grado cualquiera? La respuesta es afirmativa si se conocen todas las raices y el signo del coeficiente del
monomio de mayor grado (a,). En este caso el polinomio se puede factorizar y hallar el signo en cada
intervalo mediante la regla del producto de nimeros. Si se trabaja de derecha a izquierda, el primer intervalo
tiene el signo de a,. Al pasar de un intervalo al siguiente —siempre de derecha a izquierda— si la raiz es
simple o de multiplicidad® impar, entonces se produce un cambio de signo al pasar al nuevo intervalo. Si la
raiz es de multiplicidad par, entonces el nuevo intervalo mantiene el signo del contiguo a la derecha.

3.7. Fracciones algebraicas

El cociente de polinomios da origen a una nueva entidad matemética denominada fraccion algebraica.

Definicion 6. ¢ _ P es una fraccién algebraica si Py Q son dos polinomios y Q no es el polinomio nulo.
Q
3 2
Ejemplos: 2x+1 1 x—3 4x° —2x°+8x-1
x* -1 X+2 2 3x*—x-9

La suma, resta, producto y cociente de fracciones algebraicas siguen las mismas reglas operatorias de las
fracciones numéricas.

Ejemplos:

) 2x +x+2 o 2x(xe+ D+ +2)(x—-1)  3x*+3x -2
a4 x—1 x+1 (x—D(x+1) B x?2 -1
b) 2x x+2  2x(x+D-(x+2)(x—-1)  x*+x+2

x—1 x+1 (x—1D(x+1) T ox2-1

3 Se denomina “multiplicidad” a la cantidad de veces que se repite la misma raiz en el polinomio. En el ejemplo
precedente la raiz 2 es de multiplicidad 2, mientras que las restantes raices son de multiplicidad 1.



MATEMATICA APLICADA A LA ECONOMIA — DIPLOMA EN ECONOMIA PARA NO ECONOMISTAS

) 2x x+2 2x(x + 2) 2x% + 4x
X = =
1T xr1 x—Dx+1) x?2 -1
2 2x  x+2 2 x+1 2x(x +1) 2x% + 2x

X = =
x—1 x+1 x—1 x+2 x—1D(x+2) x2+x—-2

3.8. Funcioén racional

¢ Es posible definir nuevas funciones a partir de las fracciones algebraicas?

Por ejemplo, consideremos la relacion que a cada valor de “x” le asigna el valor de _2X_. Si el dominio y

x-1
el codominio son los numeros reales, entonces esta relacion no es una funcion porque el valor x = 1 del
dominio no tiene correspondiente en el codominio (pues para x = 1 se anula el denominador). Para que la

relacion y _2X_ sea una funcion, es necesario restringir el dominio eliminando el o los valores de x que

x-1
hacen que la fraccion tenga denominador nulo. En este ejemplo, X = 1 es el Unico valor que debe ser excluido
del dominio de la funcion:

Dominiode F=D(F) ={X| X €R, x # 1}

¢ Como es el grafico de la funcién fraccién algebraica? El grafico es un poco mas complicado que el de las
funciones polindmicas, y este problema lo abordaremos méas adelante. Pero si podemos hallar el esquema
del signo de F. Si F = P/Q, entonces resulta que Sgn F = Sgn (PxQ), excepto en los puntos tales que Q(x) =
0. En tales puntos no existe el signo de la fraccion (recordar que tales puntos quedan excluidos del dominio
de la funcion).

2_
Ejemplo: Hallar el esquema del signo de F| F(x) = %
El polinomio del numerador tiene raices a1 =2 Yy a2 = 3. El polinomio del denominador tiene raices 1= 2
y B2 =-2. El polinomio P x Q tiene las raices -2, 2 (doble), 3 y el coeficiente de su término de mayor grado
es +4. En consecuencia:

Segn PxQ { | |
9 5 3 X
A - -

Sen F i f {
-2 2 3 X
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3.9. Productos notables

Sean P y Q dos polinomios. Se denomina binomio a las expresiones (P+Q) y (P-Q). Se denominan
productos notables a las siguientes expresiones:

(P+Q)?=P2+2PQ +

(P-Q)?=P?-2PQ + Q?

(P+Q)(PQ) = P> - Q?

(P+Q)* = P*+3P°Q + 3PQ7 + Q°

Y si fuera necesario elevar el binomio a un exponente mas alto, por ejemplo, (P+Q)’? Para resolver este
problema existe un resultado general, conocido como el desarrollo del binomio de Newton.* Recordando

n!
(n—i)tit
“combinaciones de i elementos tomados de n elementos” o “combinaciones de n en i”, donde siempre n>i)
se tiene el siguiente resultado:

el significado de la expresion “n factorial” (n!) y adoptando la notacion Cl= (que se lee

(P+Q)"=>CMP.Q"™
i=0
Ejemplos:
1. (x2+3x)?% = (3?2 +2(x?)(Bx) + B3x)? = x* + 6x3 + 9x?

2. (x% +3x)° = C5 (x»)°(Bx)> + €2 (x)T(Bx)* + €3 (x2)%(3x)% + €3 (x?)3(3x)? + €3 (x2)*(3x)*
+ C2(x?)%(3x)°

= 243x5 + 405x° + 270x7 4+ 90x8 + 15x° 4 x1°

4 1saac Newton (1643-1727) fue un fisico, astronomo y matematico inglés, famoso por su descubrimiento de las leyes
de gravedad.
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