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MATEMATICA APLICADA A LA ECONOMIA — DIPLOMA EN ECONOMIA PARA NO ECONOMISTAS

MATRICES Y DETERMINANTES

Las matrices tienen multiples aplicaciones en Economia; se utilizan para presentar resultados estadisticos
en forma de cuadros de doble entrada, para describir las interrelaciones entre los distintos sectores de la
economia de un pais, para resolver sistemas de ecuaciones lineales y problemas de optimizacion. Obsérvese
que la “planilla electronica” no es otra cosa que una gran matriz.

1. CONCEPTOS BASICOS

Definicion 1. Matriz. Una matriz es una tabla ordenada generalmente de nimeros reales aij de la forma:

a; Ay ... By,
dy Ay ... 4y,
aml am2 amn

Los nimeros aij reciben el nombre de coeficientes de la matriz.

La matriz anterior se denota también por su elemento genérico: (aj) coni=1,...,m, j=1, ..., n. El primer
subindice (i) indica la “fila” y el segundo (j) la “columna” de la tabla. “aj” indica el elemento de la matriz

173+ [13¢2)

que se encuentra en la interseccion de la fila “i” y de la columna “j”.

Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una matriz con m
filas y n columnas se denomina matriz de dimensiones mxn o simplemente matriz “de m por n”.

Las matrices se denotaran usualmente por letras mayusculas, A, B, ... ; puede incluirse las dimensiones
como subindices. Los coeficientes de las matrices se representan por letras minusculas, a, b, ...
Ejemplo 1:

1 -3 4

A2><3 = 0 5 _2

Esta es una matriz de 2 filas y 3 columnas (o matriz “de 2x3”). Sus filas con (1,-3,4) y (0, 5, -2) y sus

T
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Ejemplo 2:  En el siguiente cuadro se presenta el porcentaje de votos obtenido por los tres partidos
politicos méas votados en las elecciones presidenciales en Uruguay desde el restablecimiento de la
democracia.
Afo / Partido Frente Partido Partido
politico Amplio Nacional Colorado
1984 21 34 40
1989 20 37 29
1994 29 30 31
1999 39 22 32
2004 51 34 10
2009 48 29 17
2014 49 31 13
2019 39 29 12

Fuente: Corte Electoral (www.corteelectoral.gub.uy)

El interior del cuadro no es otra cosa que una matriz, como la siguiente:

Cada columna se corresponde con un partido politico (la primera con el Frente Amplio, la segunda con el
Partido Nacional y la tercera con el Partido Colorado), mientras que cada fila se refiere a un afio distinto
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(1984, 1989, 1994, 1999, 2004, 2009, 2014 y 2019).

Ejemplo 3:

En el siguiente cuadro se presentan datos sobre la Tasa de mortalidad infantil para ambos
sexos, estimadas por quinquenio, para 5 paises latinoamericanos en el periodo 1990-2010.

Pais / Quinquenio 1990-1995 1995-2000 2000-2005 2005-2010
Argentina 24 22 15 13
Bolivia 75 67 56 46
Brasil 43 34 27 24
Peru 48 39 30 21
Uruguay 20 16 14 13

Fuente: Panorama social de América Latina 2010, CEPAL, 2010.

Nuevamente, el interior del cuadro es una matriz, como la que se presenta a continuacion:

En este caso, cada fila corresponde a un pais distinto (la primera a Argentina y la ultima a Uruguay, por
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ejemplo) y cada columna corresponde a un quinquenio diferente.
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Definicion 2. Diagonal principal. Se denomina “diagonal principal” de una matriz a los elementos que
ocupan las celdas en las que coincide el nimero de fila'y el nimero de columna. En una matriz de 3x4:

8, 4, a3 a,
a21 a22 a23 a24
8 8y Ay 9y

la diagonal principal esta formada por los elementos: ai1, az2, ass.

2. TIPOS DE MATRICES
Segun el formato de las matrices, estas pueden clasificarse en:
a) Matrices cuadradas

Una matriz cuadrada tiene el mismo ndmero de filas que de columnas. Se dice que una matriz cuadrada
(nxn) es de orden ny se denomina matriz n-cuadrada.

Sean las matrices

1 2 -3
2 -3
A=|4 0 5 y B=
-1 5
3 -1 2

Entonces, A es una matriz cuadrada de orden 3 y B es una matriz cuadrada de orden 2. Si una matriz no es
cuadrada, entonces se dice que es rectangular.

b) Matriz identidad
La matriz n-cuadrada con “unos” en la diagonal principal y “ceros” en cualquier otra posicion, denotada

por 1, se conoce como matriz Identidad. Como veremos méas adelante, la matriz identidad tiene la propiedad
de actuar como neutro en la multiplicacion de matrices. Si la matriz A cumple ciertas condiciones, entonces:

AxXI=IxXA=A
10
l,, = 0 1 I3><3:

c) Matrices triangulares

4t =

o O -
o — O
= O O
o B, O O
O O O

o O O -
o O +— O

Una matriz cuadrada es una matriz triangular superior, si todos los elementos bajo la diagonal principal
son iguales a cero. Asi pues, las matrices:

-1 8 3 -6
1 7 2

5 3 0 2 -1 7
0 3 4

0 -1 0 0 6 -2
0O 0 2

00 0 5

son matrices triangulares superiores de ordenes 2, 3y 4, respectivamente. Analogamente puede definirse
una matriz triangular inferior.
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d) Matrices diagonales
Una matriz cuadrada es diagonal, si todos sus elementos no diagonales son cero.

Se denota por D = diag (d11, d22, ... , dnn).

2 00 O
3 0 0

4 0 0 6 0 O
0 -1 0

0 -3 0 00 O
0O 0 7

0 00 -1

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por diag(4, -3), diag(3, -1, 7), diag(2,6,
0,-1).

e) Matriz nula

Se denomina matriz nula, y la denotaremos por O, a una matriz que tiene todos sus coeficientes iguales a

cero. Ejemplos:
0 0 0 0O
0 0 0 0O

son matrices nulas de 2x2, 4x4 y 2x3, respectivamente.

0

O O o o
o O O o
o O O O

0
0
0

f) Traspuesta de una matriz

La traspuesta de una matriz A es otra matriz que se obtiene intercambiando en A las filas por columnas (o
viceversa) y se denota A' (o también A").

-1 4 3
Asi, latraspuestade A_|92 5 _7| es Al=|-1 5
4 0 9 4 -7 9
Lo 12 0
Latraspuestade B=[2 5| es B'=
0 -1 3 5 -1

Obsérvese que si A = (ajj) €s una matriz de mxn, entonces A' = (aji) €s una matriz nxm.

Nota: (AY)'= A
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g) Matriz simétrica

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica, si la matriz es igual a su traspuesta: AT = A.

2 -3 5 0O 3 4
1 00
A=|-3 6 7 B={-3 0 5 C=
010
5 7 -8 4 -5 0

La matriz A es simétrica. Para B los coeficientes simétricos son opuestos entre si, y por tanto no es simétrica
(cuando ajj = -aji, i #j, se dice que la matriz es antisimétrica). La matriz C no es cuadrada; en consecuencia,
no es simétrica.

h) Matriz inversa

Se llama inversa de una matriz cuadrada A, a otra matriz B, también cuadrada y del mismo orden, tal que
su producto (tal como se define mas adelante) es igual a la matriz identidad. Notacion: B = A™.

Se cumple entonces que: AAT=A" A=
i) Vector
Cuando una matriz tiene una sola fila se dice que es un “vector fila” y cuando tiene una sola columna se
5}
denomina “vector columna”. Sean A=(1 0 -2 4)y B=| 7
-3

A es un vector fila, mientras que B es un vector columna.

3. OPERACIONES CON MATRICES

3.1. Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, estas deben tener el mismo ndmero de filas y de columnas. Es decir, si
una matriz es de dimensiones 3x2 y otra es de 3x3, no se pueden sumar ni restar. Esto es asi ya que, tanto
para la suma como para la resta, se suman o se restan los términos que ocupan la misma posicion en las
matrices.

Si A = (a;j) y B = (bjj), entonces: SUMA: A + B = (ajj + by)
RESTA: A -B = (ajj - by)

Ejemplo 4:

31 2 -1 4
Sean las matrices A=|0 5 -3 y B=

7 0 4 1 -2
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Entonces:

31 2 -1 2 4 2 3 6
A+B=|0 5 -3|+| 2 5 8(=(2 10 5
7 0 4 01 -2 7 1 2

31 2 -1 2 4 4 -1 -2
A-B=|0 5 -3|-| 2 5 8|=-2 0 -11
7 0 4 01 -2 7 -1 6

Las matrices a sumar o restar no tienen por qué ser cuadradas. Las propiedades de la suma y resta de
matrices son las mismas que para la suma y resta de nimeros: conmutativa, asociativa, existencia de neutro
(matriz nula), existencia de opuesto —A = (-aj).

Ejemplo 5:
i 2 35 -1 51
Sean las matrices A= y B=
140 -3 -6 4
Entonces:

2 35 -1 51 1 8 6
A+B= + =
140 -3 -6 4 -2 -2 4
2 35 -1 51 3 -2 4
A-B= — =
(1 4 Oj [—3 -6 4] (4 10 —4)
Ejemplo 6: Dadas las tres matrices A, B, C, calcular (A+B+C) y (A- B+C).
-1 2 4 3 2 0 5 -1 3
Sean A= , B= y C=
2 7 6 0 -3 - 1 1 2
-1 2 4 3 2 0 5 -1 3 7 3 7
A+B+C= + + =
SR O LN B
-1 2 4 3 2 0 5 -1 3 1 -1 7
A-B+C= - + =
Y PO K] B ey



MATEMATICA APLICADA A LA ECONOMIA — DIPLOMA EN ECONOMIA PARA NO ECONOMISTAS

Propiedades de la sumay resta de matrices

Las propiedades de la suma y resta de matrices son las mismas que para la suma y resta de nimeros:
conmutativa, asociativa, existencia de neutro (matriz nula), existencia de opuesto —A = (-ajj).

1) Conmutativa: A + B = B + A para todo par de matrices sumables.

2) Asociativa: A + (B + C) = (A + B) + C para toda terna de matrices sumables.

3) Existencia de neutro: Existe una matriz, la matriz nula (de mxn) que opera como neutro de la suma,
A+O = A para toda A

4) Existencia de opuesto: Para toda matriz A existe su opuesta, que se denota — A, tal que A +(-A) =0

3.2. Producto por un escalar

El producto de un escalar k (nimero real k) por la matriz A se escribe kA y es la matriz que se obtiene al
multiplicar cada elemento de A por k:

kA = (ka; )
Ejemplo 7:
_(1 -2 3
Sea A= (4 5 _2)
. _ (3.1 3.(=2) 3.3 )_ 3 -6 9
Entonces: 314—(3_4 3.5  3.(=2) —(12 15 —6)

Ejemplo 8: Consideremos la proporcion de votos obtenida por los tres partidos politicos mas votados en
las elecciones de octubre de 2014 (ya trabajamos con estos datos en el ejemplo 2 de la pagina 2, aungue en
ese caso estaban expresados en porcentaje, es decir, multiplicados por 100):

(0,49 0,31 013)

Si multiplicamos esta matriz por el nimero total de votos emitidos validos (2.338.698), obtendremos el
namero de votos obtenidos por cada uno de los tres partidos mayoritarios. Es decir:

2.338.698*(0,49 0,31 0137)~(1.122.575 724.996 304.031)

Los resultados son aproximados, porque los valores de las proporciones estan redondeados a dos decimales.

3.3. Producto escalar

Sean A 'y B dos vectores del mismo tamafio (filas, columnas, o una fila'y una columna) de nimeros reales.
Se denomina “producto escalar” (o también “producto interno”) de los dos vectores a un nimero real que
resulta de multiplicar ordenadamente los elementos de Ay de B, y luego sumarlos. Si A = (a1, a, ..., an) y
B = (by, by, ..., by), entonces el producto escalar entre Ay B es':

(AB)=a,b +a,b, +...+a,b,

LEn la literatura no hay consenso para simbolizar el producto escalar. Aqui hemos optado por la notacion <, >.
7
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Ejemplo9: Sea A=(1234), B=(20-13)

Entonces:
(A,B)=1.24+2.0+3.(-1)+ 4.3=11

El producto escalar de vectores cumple las propiedades conmutativa y distributiva respecto de la suma de
vectores.

Conmutativa: (4,B) = (B, A)
Distributiva: (A,B + C) =(A,B) + (4,C)

3.4. Producto de matrices

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo nimero de columnas que filas la
segunda. Cuando esto se cumple, se dice que las matrices son conformables. La matriz resultante del
producto guedara con el mismo nimero de filas de la primera y con el mismo nimero de columnas de la
segunda.

Ejemplo 10: Si tenemos una matriz A de 2x3 y otra B de 3x5, podemos calcular el producto A.B, porque
las matrices son conformables (el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B). La matriz
resultante sera de dimensiones 2x5.

Aoxz X Baxs = Coxs

Se puede observar que el producto de matrices no cumple, en general, con la propiedad conmutativa; en el
ejemplo anterior, el producto BxA no se puede realizar, puesto que la primera matriz no tiene el mismo
nimero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que A = (ai)) y B = (bij) son matrices tales que el nimero de columnas de A coincide con el
namero de filas de B; es decir, A es una matriz de mxp y B una matriz de pxn. Entonces el resultado del
producto de matrices AxB (A.B o simplemente AB) es otra matriz C (de mxn) cuyo elemento genérico (Cj)
se obtiene haciendo el producto escalar entre la fila i de A y la columna j de B. Esto es:

a; blj
aj, 2j

Cj = . = ailblj + aizsz +...+ aipbpj
aip bpj

Ejemplo 11: Pararealizar el producto de dos matrices, el siguiente diagrama nos puede ayudar a visualizar
los calculos que debemos hacer.

1 0 -4 0

. 2 1 3

Sean las matrices: A= y B=2 3 0 1
5 4 1

1 0 5 =2
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Podemos realizar el producto A.B, pues ambas matrices son conformables (A tiene 3 columnas y B tiene
3 filas).

Para llevar a cabo el producto conviene considerar el siguiente diagrama, en el que el primer factor (A) se
ubica abajo a la izquierda y el segundo factor (B) se ubica arriba a la derecha:

1f{ 0 5 =2
2 1 3 3 7 -5
531 2 9 -15 1
La matriz C = A.B se anota en el espacio abajo a la derecha. Se observa que el coeficiente c11 de la matriz
C, que se ubica en la interseccion de la fila 1 de Ay la columna 1 de B, se calcula como el producto escalar
entre dichas fila y columna. Asi:
¢, =2(-1)+1.2+3.1=3

De forma anéloga se razona para los demas coeficientes de la matriz C, como por ejemplo para el coeficiente
C23.

2 13 3 3 7 5

5 3 1] |2 -9 1
En este caso, 3 se halla en la interseccion de la fila 2 de A y la columna 3 de B, por lo cual es el producto
escalar entre dichas fila y columna.

Cps =5(~4)+3.0+1.5=-15

De esta manera es posible calcular cada uno de los coeficientes c;; de la matriz C.

Ejemplo 12:

1 (r 5) (a1 a a3) _ (ra1+sb1 ra, + sb, ra3+sb3>

t u bl bZ b3 tal + ub1 taz + ubz ta3 + ub3

2 (3 D 2= Giiso 51442)=G )
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Propiedades del producto de matrices

1) Asociatividad: A x (BxC) = (AxB) x C
2) Existencia de neutro: el neutro existe y es la matriz Identidad, pero no es Gnico. Hay uno a izquierda 'y
otro a derecha, que solo coinciden cuando la matriz dada es cuadrada.

Neutro a izquierda: ImXAmxn = Amxn para toda matriz A

Neutro a derecha: AmxXlnh = Amxn para toda matriz A
3) En general no se cumple la propiedad conmutativa del producto. Muchas veces es posible hacer AxB,
pero no es posible hacer BxA, porgque B y A no son conformables. Otras veces, se puede efectuar tanto AxB
como BxA, pero las dimensiones de AxB y de BxA son diferentes. Finalmente, si Ay B son cuadradas y
del mismo orden, AxB y BxA también son del mismo orden, pero aun en estos casos, en general no se
cumple que AXB= BXxA.

Ejemplo 13:
axB=(3 ) =G )
sxa=(; 5)( 2= )
En consecuencia, AxB # BxA en este caso.

4) Tampoco se cumplen en el caso del producto de matrices dos propiedades de los conjuntos de nimeros:
e Si el producto de dos matrices es la matriz nula, no necesariamente uno de los factores tiene que
ser la matriz nula.
e Propiedad cancelativa: en general, si AXB = AXC, no necesariamente tiene que ser B = C. La
propiedad cancelativa se cumple si la matriz A tiene inversa.

Propiedad conjunta de suma y producto de matrices

Se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, tanto a izquierda como a derecha.
Distributiva a izquierda: A x (B + C) = AxB + AxC
Distributiva a derecha: (A + B) x C = AxC + BxC

Propiedades de las operaciones con matrices traspuestas

1) (A+B)!'=A'+Bt!

2) (kA)' = kA! (si k es un escalar)
3) (AB)' = B'A!

10
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4. INVERSA DE UNA MATRIZ

Definicion 3. La inversa de una matriz cuadrada A es otra matriz del mismo orden, la cual se denotara
como A, que cumple con la siguiente condicion:

AXAT=AlxA=1I

Decimos “la inversa” y no “una inversa”, porque si la matriz A es invertible, entonces su inversa es dnica.
Sin embargo, la inversa de A no siempre existe. Mas adelante veremos la condicion que tiene que cumplir
una matriz cuadrada para ser invertible, es decir, para que exista su inversa.

Ejemplo 14:

Supongamos A = (i g) y B= (_?{ _g) Entonces:

=G 90 D63 1O 9

El lector verificara que también BA = ((1) 2) =1

Puesto que AB = BA =1, entonces resulta que B =A™ (Beslainversade A) o también que A=B*(A
es la inversa de B). Obsérvese que hemos probado que B es la inversa de A, pero no hemos dado un método
para encontrar las matrices inversas. EI método que se presenta a continuacién es uno de los varios
algoritmos? que permiten encontrar la inversa de una matriz dada. Este método se conoce con el nombre de
“escalerizacion” o “método de Gauss”, y posee los mismos fundamentos que el aplicado para resolver
sistemas de ecuaciones lineales.

Sea A = (a@jj) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A, que denotaremos como
A, seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1. Construir la matriz nx2n, M = (A i I), esto es, A esta en la mitad izquierda de M y la matriz
Identidad en la mitad derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y mediante combinaciones lineales apropiadas de las
filas, se van generando ceros por debajo de la diagonal principal de M, hasta transformar su parte izquierda
en una matriz triangular superior. Las “combinaciones lineales apropiadas” son las siguientes:

i) Multiplicar o dividir toda la fila por un nimero distinto de cero.
ii) Sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes.

Paso 3. También mediante combinaciones lineales apropiadas, la parte izquierda de la matriz M (donde
antes figuraba la matriz A) se transforma en una matriz diagonal.

Paso 4. Se multiplican las filas de la nueva matriz por nimeros apropiados, hasta lograr que la matriz de la
izquierda resulte la identidad. Entonces, la matriz de la derecha resultara ser la inversa de la matriz A.

2 Un algoritmo puede definirse como un conjunto ordenado de operaciones que permite hallar la solucion de un problema.
11
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Ejemplo 15:  Supongamos que queremos encontrar la inversa de la matriz
1 0 2
A=12 -1 3
4 1 8

Primero construimos la matrizM = (A i I) :

1 0 2:1 0 0 1 0 2 i1 0 0
M=|2 -1 3:0 1 0} ~|0 -1-2.0 3—-2.2:0-2.1 1-2.0 0
1 8:0 0 0

4 1 0 1-4.0 8-4.2:0—-4.1 0 1-

S R O

=]
N——

Para llegar al resultado anterior se oper6 de la siguiente manera. La segunda fila de la matriz anterior se
obtuvo luego de multiplicar por (-2) a la primera fila y sumarle la segunda de la matriz inicial. En tanto, la
tercera fila surge de multiplicar por (-4) a la primera fila y sumarsela a la tercera de la matriz inicial.

Si continuamos operando y sumamaos la segunda y tercera fila, obtenemos la siguiente matriz:
1 0 2 1 0 0 1 0 221 0 0
0 -1 -1 i =2 1 0 =10 -1 —-1:=2 1 0
0 0 —-140:-2—-4 140 0+1 0 0 —-1:i-=6 1 1

La mitad izquierda de M tiene forma triangular superior. Ademas, todos los coeficientes de la diagonal
principal son diferentes de cero; por consiguiente, A es invertible. Si algin coeficiente de la diagonal
principal hubiera sido 0, la operacién habria terminado (A no seria invertible).

A continuacion buscamos generar ceros por encima de la diagonal principal de la mitad izquierda de M.
Para ello comenzamos generando ceros por encima del coeficiente as;. Operamos de manera similar a lo

hecho anteriormente, pero ahora vamos “de abajo hacia arriba”. Dejamos fija la ultima fila y mediante
combinaciones lineales con las demas filas, generamos ceros en las posiciones azs Yy ais.

/2 0 0:-1Y2 1 1
0 1 0:-4 01
0 0 -1} -6 11

Ya que la matriz ubicada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas. Ahora transformamos
la matriz diagonal en la matriz identidad; para ello hay que multiplicar la primera fila por 2 y la tercera fila

por -1:
1 0 0:-11 2 2
(0 1 0: —4 0 1)

0 0 1: 6 -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de A:

-11 2 2
Al = —4 0 1
6 -1 -1

12
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Para comprobar si el resultado es correcto, se multiplica A por A, lo que debe dar como resultado la matriz
identidad I.

Verificacion: A. A=
1 0 2y(-11 2 2 -11+0+12 2+0-2 2+0-2 1 00
-1 3|.| -4 0 1|=|-22+4+18 4+0-3 4-1-3 (=0 1 0|=1
4 1 8 6 -1 -1 —44-4+48 8+0-8 8+1-8 0 01

Propiedades de las matrices inversas

1) (A=A
2) (AB)t=B1, Al
3) (A)t=(AY)

Con respecto a la inversa, debe sefialarse que no siempre existe la inversa de la matriz A. Por lo pronto, se
requiere que la matriz sea cuadrada para tener chance de tener inversa. Volveremos sobre este punto mas
adelante.

Ejemplos de operaciones con matrices y calculo de matrices inversas

2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
A=<1 -2 3), B=<0 5 6) y C=<O -1 2)
5 0 -1 0 0 9 1 -2 5
a) ¢Qué clase de matrices son?
b) Calcular: —-A-B+C, A+2B-4C y 3A+%C

c) Calcular la inversa de A y comprobar el resultado.
d) Calcular: (B.C). A?

Sean:

Resolucion:
a) Las tres matrices son cuadradas y de orden tres. A su vez, B es una matriz triangular superior, ya que

todos los coeficientes debajo de la diagonal principal son ceros, y C es una matriz antisimétrica, porque
los coeficientes simétricos son opuestos entre si.

2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
. —A—B+C=—<1 -2 3)—(0 5 6)+<0 -1 2)
5 0 -1 0 0 9 1 -2 5

—-2-3+2 —-4+4+14+0 -1+2-1 -3 =3 0
=<—1—0+0 2—-5-1 —3—6+2)=(—1 —4 —7)

-5-0+1 0-0-2 1-9+5 -4 -2 =3

b)

13
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2 4 1 3 -1 -2 2 0 -1
e A+2B—-4C =1 -2 31+ 2(0 5 6] —410 -1 2
5 0 -1 0 0 9 1 -2 5

2+6-8 4-2-0 1-4+4 0 2 1
=(1+0-0 -2+10+4 3+12-8 | =11 12 7

5+0—-4 0+0+8 -1+18-20 1 8 -3

) 2 4 1 (2 0 -1
. 3A+§c=3(1 -2 3) + 5(0 -1 2)
5 0 -1 1 -2 5
6 12 3 1 0 -1/2
=<3 -6 9)+(0 -1/2 1)
15 0 -3 1/2 -1 5/2

6+1 12+0 3—-1/2 7 12 5/2
=< 3+0 -6—1/2 9+1 >=< 3 —-13/2 10 >

1541/2 0-1 —3+5/2 31/2 -1 —1/2

C) Primero construimos la matriz M = (A i I) y luego se va desarrollando por el método de eliminacioén
(Gauss). Asi pues se tiene:

2 4 1:1 0 0\| (@ (-5
M:(AEI)=<1 -2 3:0 1 0) (-2)
5 0 —-1:0 0 1 (2)

A la izquierda de la matriz ampliada M se especifican los coeficientes por los que se multiplica las filas
para ir creando ceros debajo de diagonal en la primera columna.

Asi se llega a la siguiente matriz equivalente:

2 4 1: 1 0 0 2 4 1: 1 0 0
0 8 -5: 1 -2 0) (20) ~ 0 8 -5 1 -2 0

0 =20 =7:-=5 0 2/1(8) 0 0 —-156:-20 -—40 16

Se simplifica un poco para que las operaciones no sean tan dificiles dividiendo la tercera fila entre 4. De

este modo, se tiene:
2 4 1 : 1 0 o0
0 8 -5: 1 =2 0

0 0 -39 :-5 -10 4

(39)
(39)
(=5)

(1)

Hemos obtenido una matriz triangular superior. Ahora seguimos creando ceros, pero ahora encima de la
diagonal principal, comenzando por la Gltima columna. Asi, se tiene:

78 156 0: 34 -10 4
(0 312 0: 64 -—28 —20)
0 0 -39: -5 -10 4

14
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Se puede simplificar la matriz anterior para que los calculos sean mas sencillos, dividiendo la primera fila

entre 2 y la segunda entre 4:
39 78 o : 17 =5 2
0 78 0 : 16 -7 =5

0 0 -39 : -5 -10 4

(1)
(-1

39 0 0 ¢ 1 2 7
0 78 0 : 16 -7 =5
0 0 -39 : -5 -10 4

Puesto que ha quedado una matriz diagonal en la mitad izquierda de M, se procede a transformar esta mitad
izquierda en una matriz identidad, dividiendo la primera fila entre 39, la segunda entre 78 y la tercera entre

(-39):

0 1 0:8/39 -7/78 —=5/78

(1 o 0: 1/39 2/39 7/39>
0 0 1:5/39 10/39 —4/39

La matriz que ha quedado en la mitad derecha es precisamente la matriz inversa, que sacando factor comun
1/78 se puede escribir como:
2 4 14
A1 =1/78 <16 -7 —5)

10 20 -8

Para comprobar el resultado, la matriz inversa de A tiene que cumplir: A A1 =1
Procedamos a la comprobacion:

2 4 1 2 4 14
AATY =1 - 3)1/78|16 -7 —5)

5 0 -1 10 20 -8

N

2.2+4.16+10 2.4—-4.7+20 2.14—4.5-8
=1/7812-2.16+3.10 4+2.7+3.20 14+2.5-3.8
5.2+0-10 5.4—-0-20 5.14-0+8

78 0 O 1 0 0
=1/78{ 0 78 0 ) =(0 1 0)=1

0 0 78 0 0 1

d) Puesto que se debe calcular B.C.A, calcularemos primero B.C y luego multiplicaremos el resultado
por A1, matriz que ya hemos obtenido en el punto anterior.

15
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3 -1 -2y(2 0 -1 4 5 -15
BC=0 5 6/|./0 -1 2|=|6 -17 40
o 0 9)l1 -2 5 9 -18 45
Por altimo, multiplicamos este resultado por la matriz inversa de A:

4 5 =15 2 4 14 -62 -319 151
BCA'=|6 -17 40|.1/78/16 -7 -5|=1/78/ 140 943 -151
9 -18 45 10 20 -8 180 1.062 -144

o. DETERMINANTES

Definicion 4. A cada matriz n-cuadrada A = (a;) se le asigna un numero real particular denominado
determinante de A.

Notacion: | A| o det (A)

El determinante, por lo tanto, no es una matriz, sino un nimero. Se trata de una herramienta muy util para
la resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales.

Determinantes de matrices de orden 2

El determinante de matrices de orden dos se define como sigue:

det(a11 alz)—a ayy — Aqo0
ay; Qy 11422 12421

Asi, el determinante de una matriz de orden 2 se obtiene de restar, al producto de los elementos de la
diagonal principal, el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

Ejemplo 16:

3

a) det (2

i) =3)(1)-(G)2)=3-10=-7

b) det(] ~3) = @(H - (3D = -8~ (=3) =5

Determinantes de matrices de orden 3

Consideremos una matriz de 3x3 arbitraria A = (aj}). El determinante de A se define como sigue:

a1 Q12 Q13
det| dz1 Q22 Q23 | = 11022033 + Q21032013 + A31A12A23 — (1302031 — (3032011 — A33012021
a3y a3z dzz

Obsérvese que hay seis términos, cada uno producto de tres coeficientes de la matriz. Tres de los términos
aparecen sumando Y tres restando. Para calcular los determinantes de orden 3, puede ser (til aplicar el

16
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siguiente método: se copian las dos primeras filas y se las vuelve a escribir a continuacion de la matriz,
formando una matriz ampliada de 5 x 3. Se considera luego el producto de los coeficientes de las
“diagonales principales”, los cuales irdn sumando, y el producto de los coeficientes situados en las
“diagonales secundarias” de la matriz ampliada, los cuales iran restando.

Otra regla de utilidad es el diagrama conocido como “regla de Sarrus™:

3
2 2 #2 | (Para el caso de los tres productos que van sumando)
% % 5‘;3

)
24 32 | (Para el caso de los tres productos que van restando)

3 2 1
Ejemplo 17:  Calcular el valor del determinante de la matriz: ( 0 2 —5)

-2 1 4
3 2 1
det( 0 2 —5)
-2 1 4

= )24 + (0D + (=2)(2)(=5) = (D(2)(=2) = (=5)(DH(3) = (D (2)(0)

=24 +20— (—4) + 15 = 63

El determinante de la matriz de 3x3, A = (ajj), puede escribirse como:

det(A) = a11(aza33 — Az30a37) — A12(A21033 — Ap3a31) + A13(A21a3; — A22031)

az, azz)

Az Qp3 az1 Qp3
=a det( )—a det( )+a det(
1 ass 12 az; Qss 13 az, Qsp

as;

que es una combinacién lineal de tres determinantes de orden dos, cuyos coeficientes (con signos
alternantes) constituyen la primera fila de la matriz dada. No6tese que cada matriz de 2x2 se obtiene
suprimiendo en la matriz inicial la fila y la columna que contienen su coeficiente.

A esta manera de calcular el determinante se le conoce como el “desarrollo del determinante por una fila”
(puede hacerse también para una columna). Es evidente que conviene elegir aquella fila o columna con
mayor cantidad de ceros.

Ejemplo 18:  Para mostrar que la propiedad anterior se cumple, volvemos sobre el ejemplo anterior, en
el que el determinante resultaba igual a 63.

3 2 1
det<_% : _j)=3det(§ S)—2det (0 )+ 1aet( 0 ?)-

3(8+5)—2(0—10) +1(0+4) =39+ 20 + 4 = 63
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Determinantes de matrices de orden 4 o superior

El procedimiento de célculo anterior se puede generalizar. Obsérvese que el determinante de orden 3 se ha
reducido al problema de resolver tres determinantes de orden 2, mediante una suma algebraica de los
coeficientes de la primera fila, multiplicada por determinantes gque resultan de suprimir en la matriz original
una fila y una columna (las correspondientes a los coeficientes de la primera fila). EI procedimiento es
valido también si se toma como referencia cualquier otra fila o cualquier columna. La generalizacién méas
importante tiene relacion con el orden del determinante. Un determinante de orden 4 se puede obtener
mediante el mismo procedimiento anterior, calculando 4 determinantes de orden 3. Si el desarrollo de la
suma algebraica se hace, por ejemplo, a partir de la segunda columna, se obtiene:

a1 Qz3 Qs a11 Q13 Q14
det(4) = —ay,det| Q31 Qaz3 Q34 |+ a,, det| A31 A3z A3y

Ag1 Q43 Qgq Q41 Q43 Qgq
a1 Q13 Q4 a11 Q13 Q14
—azp det| Q21 Q23 Q4 |+ ay, det| Q21 Q23 Qg4
Ag1 Q43 Qgq az1 Q33 dzg

Para saber si el término va sumado o restado basta con fijarse en la suma de sus subindices. Si esta es par,
entonces va sumado y si es impar, va restado.

Ejemplo 19:
3 2 0 -1
Calcular el determinante de A 1 5 1 0
4 -2 0 1
0 1 -3 2

Si observamos la matriz, podemos ver que en la tercera columna hay dos ceros. Asi pues, si elegimos la
tercera columna para desarrollar el determinante, nos ahorramos de calcular dos determinantes, ya que el
producto de un determinante por cero es cero.

3 2 -1 3 2 -1
det(A)=—(l)dett 4 -2 1|-(-3)detf1 5 0
0o 1 2 4 -2 1

=—(-12-4+0-0-3-16)+3(15+2+0+20-0-2)=—(~35)+3(35)=35+105 =140
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Algunas propiedades de los determinantes

1) Si todos los elementos de una fila o columna son ceros, entonces el determinante de la matriz vale cero.

2) Si dos lineas (filas o columnas) paralelas son proporcionales, el determinante es cero.

3) Si la matriz es triangular o diagonal, entonces el determinante es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal.

4) El determinante de una matriz A y el de su traspuesta A' son iguales, es decir, det(A) = det(A')

5) La inversa de la matriz cuadrada A existe, si y solo si, el det(A) # 0.

Ejemplo 20:  Calcular los siguientes determinantes:

a) det (é _g) , det (_32 _14)

1 -3 2 1 -3 2 3 10
b) det<5 2 —7), det(S 2 —7), det(z —2 4)
0 0 0 4 0 1 5 0 7
2 1 0 4
o -1 2 -1
c) det
5 4 -3 2
1 O 6 -2
1 -2\ _ B
a) det (3 5) =5-(=6) =11

dget (>, 1)=-12-(-2)=-10

1 -3 2
b) det (5 2 —7)
0 o0 0

Al haber toda una fila nula, el determinante da como resultado O.

1 -3 2
det<5 2 —7>=2+0+84—16—0—(—15)=85
4 0 1

3 1 0
det(Z -2 4)=—42+0+20—0—0—14=—36
5 0 7
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c)
2 1 0 4
-1 2 -1 1 0 4 1 0 4
o -1 2 -1
det =2.detft 4 -3 2|+5detf-1 2 -1|-1.detf-1 2 -1|=
5 4 -3 2
0 6 -2 0 6 -2 4 -3 2
1 0 6 -2

2[-6-24+0-0—(-12)—(~16)]+5[-4-24+0-0—(-6)-0]-14+12+0-32-3-0]=

-4-110+19 =-95

6. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones lineales puede escribirse mediante notacion matricial.

Sea el sistema:

A X +anX, +...+a, X, =hb
Ay X +AxuX, +...+a, X, =D,

a, 4, - q, Xy bl
a a a X b
A= 21 ?2 2n X = ‘2 b= .2
aml amZ amn Xn bm

entonces el sistema de ecuaciones lineales es equivalente a la expresion:
AX=b

La matriz A se denomina “matriz de coeficientes del sistema”, el vector X representa las incognitas y el
vector b da los términos independientes de las ecuaciones del sistema.

20



MATEMATICA APLICADA A LA ECONOMIA — DIPLOMA EN ECONOMIA PARA NO ECONOMISTAS

6.1 Resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales cuadrados

En este apartado nos concentraremos en el caso en que tengamos un sistema de ecuaciones lineales
cuadrado, es decir, con la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas. En este caso, si lo expresamos
en forma matricial, la matriz A de coeficientes sera también cuadrada. Este tipo de sistemas tiene asociado
algunos resultados particulares, los que presentaremos a continuacion.

Proposicién 1 _ Teorema de Cramer

Sea un sistema de ecuaciones lineales cuadrado. Sea A la matriz de coeficientes de este sistema (Anxn).

Entonces: El sistema es compatible determinado si y solo si det (A) # 0 (A es invertible).

Del teorema se deducen algunos resultados muy importantes:

1) Si det(A) # 0, entonces el sistema es compatible determinado para cualquier valor de b (vector de
términos independientes del sistema).

2) Si det(A) = 0, entonces el sistema es compatible indeterminado o incompatible. EI que sea uno u otro
dependera del valor de b.

3) En el caso en que det(A) # 0, lo cual implica que la matriz A es invertible, sabemos por el resultado 1)
gue el sistema es compatible determinado. Pero ademas, y esto es muy importante, podemos obtener la
solucion del sistema pre-multiplicando en ambos lados de la ecuacion matricial por la matriz inversa de A.

AX=b = A'AX=AY =

|
X

Ejemplo 21:  Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales cuadrado:

X+2y+z=3

2X+5y—-z2=-4
3Xx-2y—-z=5
La matriz de coeficientes del sistema es:
1 2 1
A=|2 5 -1
3 -2 -1

Dado que det(A) = -28 # 0 (el estudiante se encargara de comprobar este resultado), se puede concluir que
el sistema es compatible determinado. Ademas, podemos hallar su solucion. Para ello, debemos encontrar
primero la matriz inversa de A, la cual resulta ser (nuevamente el estudiante deberd comprobar este
resultado):
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7 0o 7
At = 1 1 4 -3
28
19 -8 -1
Luego podemos hallar la solucién del sistema:
X 7 o 7 3 2
X=|y :A’lb:i 1 4 -3||-4|=|-1
28

19 -8 -1 3) 3

1. EJEMPLO DE APLICACION _ LA MATRIZ DE INSUMO - PRODUCTO

Veremos ahora una de las aplicaciones mas conocidas de las matrices en el &ambito de la Economia: la
matriz de Insumo-Producto o matriz de Transacciones Intersectoriales. EI conocimiento de esta matriz
aporta informacion muy relevante para el estudio del desarrollo econémico de un pais o region.

Sea una economia con dos sectores productivos A y B. Una parte de su produccion es consumida dentro de
los sectores productivos (insumos de la produccion) y otra parte se destina a satisfacer la demanda de los
consumidores finales (hogares, gobierno, empresas, demandantes del exterior). El siguiente cuadro,
denominado Matriz de Insumo-Producto®, muestra el monto de las transacciones entre los distintos
sectores, medido en unidades monetarias.

Matriz de Insumo-Producto

Demanda| Total
A | B final '
A 200 1600 200 2000
B 600 | 800 | 2600 | 4000 _
Otros factores 1200 1600
Total Produccion | 2000 4000

Las dos primeras filas de la matriz nos dan informacion sobre cudl es el destino de la produccion. Por
ejemplo, de la primera fila se deduce que la produccion del sector A (2.000 unidades monetarias) se destina
al propio sector A (200 unidades monetarias), al sector B (1.600 unidades monetarias) y a la demanda final
(200 unidades monetarias).

Por su parte, las dos primeras columnas nos dan informacion sobre cudl es el origen de la produccion, es
decir, como se compone el costo de produccion. Por ejemplo, la primera columna nos indica que para
obtener la produccién del sector A (2.000 unidades monetarias) se emplearon insumos del propio sector A
(200 unidades monetarias), insumos del sector B (600 unidades monetarias) y otros factores de produccion
(1.200 unidades monetarias). Los “Otros factores” de la produccion son otros integrantes del costo, que no
son producto de los sectores productivos. Integran los “Otros factores™: las retribuciones personales (y las
cargas sociales), la depreciacion de los bienes de activo fijo utilizados en la produccién y el excedente de
explotacién (concepto similar al beneficio empresario).

3 Fue desarrollada en la década del 30 por Wassily Leontief (1905-1999), premio Nobel de Economia en 1973. Durante el afio 1941 se publico las
matrices de EE.UU. correspondientes a los afios 1919 y 1929 y a partir de ese momento diversos paises comenzaron a elaborarlas.
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Si se dividen los valores de las columnas de los sectores productivos por el total de cada columna, se obtiene
una nueva matriz: la Matriz de coeficientes técnicos para esa economia. En el ejemplo numérico para
obtener la produccion de A se emplearon insumos del propio sector A, que representan 10% de la
produccién de A, mientras que las compras de insumos al sector B representan el 30% de la produccion de
A. El costo de produccidn del sector B se descompone asi: un 40% son insumos producidos por A y un
20% son insumos del mismo sector B; el 40% restante son Otros factores de la produccion.

Matriz de coeficientes técnicos Matriz de Leontief
A B A B
A 0,1 0,4 A 0,1 0.4
B 0,3 0,2 B 0,3 0,2

Otros 0.6 0.4
Total 1.0 1.0

La primera columna de la matriz de Coeficientes Técnicos puede interpretarse también en esta forma: el
sector A para producir $ 1, necesita $ 0,1 del propio sector, $ 0,3 del sector By $ 0,6 de otros factores.

Si se consideran solo las dos primeras filas de la matriz de Coeficientes Técnicos, se obtiene otra matriz: la
matriz de Leontief.

Si no hay variacion de stocks (se produce exactamente lo que se demanda), entonces se cumple la siguiente
relacion para cada uno de los sectores productivos (la cual se deduce de una mirada a las filas de la Matriz
de Insumo-Producto):

Produccion de A = Utilizacion en A + Utilizacionen B + Demanda Final

de productos de A de productos de A de productos de A
Producciéon de B = Utilizacion en A + Utilizacion en B + Demanda Final

de productos de B de productos de B de productos de B

) X ., DF(A
Siel vector X = ( A) representa la produccion de ambos sectores, y el vector ( (4)
Xp DF(B)

de la produccion de ambos sectores, las relaciones anteriores pueden escribirse asi:

) la demanda final

{XA = O,l.XA + 0’4'XB + DF(A)
X =0,3.X, + 0,2.Xp + DF(B)

En notacién matricial:
(XA) _ (0,1 0,4) (XA) + (DF(A))
Xg)  \0,3 02/ \Xp DF(B)

-5 o)) = (ri)
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Despejando resulta entonces:
(XA) B [1 3 (0,1 0,4)]—1 (DF(A))
Xg) ~ 03 02/1 "\DF(B)

Se puede verificar en este caso que:

1=(05 02)=(03 “os)

G o)

[N N

Su matriz inversa resulta igual a:

Y se cumple que:

1
(421838) ~6 (g g) (2260000)

¢Qué utilidad tiene la matriz de insumo-producto? Permite ilustrar la interrelacion existente entre los
distintos sectores de actividad econdmica y los impactos directos e indirectos que tiene sobre estos una
variacion en la demanda final. Es asi que se puede resolver facilmente el problema de determinar el nivel
de la produccién en cada sector para satisfacer diferentes vectores de demanda final (suponiendo que se
mantienen constantes los coeficientes de insumo-producto). Ejemplo: ¢cuanto deberan producir los sectores
Ay B para satisfacer una demanda de 500 unidades monetarias de productos A y 3.200 unidades monetarias

de productos B?

et (1) =33 5) (3200) = (5500) = Gos0)
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