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MATEMATICA APLICADA A LA ECONOMIA - DIPLOMA EN ECONOMIA PARA NO ECONOMISTAS

LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES
1. Limites de funciones
El concepto de limite de una funcion (f) en un punto (x = a) refiere al comportamiento del gréfico en las

vecindades del punto, es decir, en un entorno reducido centrado en dicho punto. ¢Qué comportamiento
podria tener el grafico de f en un entorno de x = a?
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¢En qué difieren los gréaficos precedentes en relacion a lo que ocurre en las vecindades de x = a?
En algunos de ellos el punto x = a no es parte del D(f): (C), (D), (E), (H), (J).
En algunos de ellos el D(f) excluye un entorno o un entorno reducido centrado en a: (G), (H).

En algunos de ellos el D(f) excluye los valores de x en un semi-entorno reducido (a izquierda o a derecha)
centradoenx =a: (1), (J).

En algunos de ellos el gréfico de la funcién se puede dibujar sin levantar el 1apiz al pasar por x = a: (A),

(F).

En esta seccion nos dedicaremos en particular a analizar el comportamiento de una funcién a medida que
nos aproximamos mas y mas a cierto valor x = a. Si la funcién se acerca a un valor L a medida que la
variable independiente se acerca al valor a, entonces ese valor L recibe el nombre de limite.

La notacion a utilizar sera:
lim f(x) =L
x—ra

La ecuacion anterior se lee “el limite de f (X) cuando x tiende aa es L”.

Mas formalmente, el concepto de limite puede definirse de la siguiente manera:

Definicién 1. Limite finito de una funcién en un punto

Que el limite de la funcion fen el punto x =a sea L € R implica, entonces, que f (x) esta tan cercano a
L como se quiera, cuando X se aproxima a a sin tocar a.

-

Ejemplol:  Sea f(x) =’;

- ¢Qué pasa con la funcion en x = 1? El punto x = 1 no pertenece al

dominio de la funcion (en ese valor, el denominador se anula). Sin embargo, se puede calcular el limite de
la funcién cuando x se acerca a 1.

Obsérvese que si x # 1, es f(x) = i o L Y 1. Es decir, que salvo en x = 1, la funcion se

x—1 x—1

comporta como la recta y = x + 1. Por lo tanto: lim,_; f{x) = 2, porque en un entorno reducido de

centro a =1, los valores de x tienen imagenes muy cercanasa L = 2.
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Observaciones

1. Segun la definicion de limite de f (x) en el punto x = a, lo que hay que saber es qué ocurre con los
valores de f (X) cuando la variable x recorre los puntos de un entorno reducido de centro a. Es decir, no
importa lo que ocurre en el punto x = a, sino lo que ocurre en los puntos vecinos al punto a.

2. Podria ocurrir que f(a) =L, que f(a)#L otambién que X =a no formara parte del D(f).

3. ¢Por qué en el caso del gréfico (B) no es lim.._., f{x) = b ? Porque no importa que tan cerca de a estén

los valores de x —por la izquierda o por la derecha de a— los valores de f(x) siempre estaran a una distancia
mayor que 1 del valor b.

Definicién 2. Limite infinito de una funcién en un punto.

El limite de una funcién fen el punto x =a es + oo, cuando f (x) > K (K arbitrario y tan grande como se
quiera) cuando la variable x se acerca a a sin tocarlo.

A

f(x)

a

Notacion: lim f (X) = 400
X—a
. .1
Ejemplo 2: lim — =+
x—0 |X|

En la siguiente tabla se puede observar que a medida que nos acercamos a 0 (por valores menores o
mayores que 0), la funcién toma valores cada vez mayores:

f(x) 1 2 4 10 100 1.000 10.000 | 100.000
X 1 0,5 0,25 0,1 0,01 0,001 0,0001 | 0,0001
X -1 -0,5 -0,25 -0,1 -0,01 -0,001 | -0,0001 | -0,0001

De manera anéloga se define el limite -co de una funcién en un punto. En este caso lo que ocurre con la
funcion es que en las cercanias del punto a, f (x) toma valores grandes (en valor absoluto) pero con signo
negativo: f(x) <-H (con H positivo y arbitrariamente grande) cuando los valores de x se acercan a a.

En el ejemplo anterior nos hemos acercado al valor 0 por los nimeros menores que 0 y por los mayores
que 0. Esa posibilidad de acercarse al valor x = a por la izquierda o por la derecha, motiva las siguientes
dos definiciones.
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Definicion 3. Limite lateral por izquierda de una funcién en un punto.

Notacion: lim f(x)=1»b

X—=a

Para que el limite de f en “a por izquierda” sea b se tiene que cumplir que cuando x estd cerca de a, pero
con valores mas pequefios que a, los valores de f (x) estén cerca de b.

Definicidn 4. Limite lateral por derecha de una funcién en un punto.

Notacion: lim f(x)=b

x—a’

Para que el limite de f en “a por derecha” sea b se tiene que cumplir que cuando x esta cerca de a, pero
con valores mas grandes gue a, los valores de f (x) estén cerca de b.

lim f(x)=Db lim f(x)=Db
X—a X—a
A A
b+ege i b+eg
b b
i
“
N Lo 74 Ll
a-90 a a a+d

Definicién 5. Se dice que lim f(x)=b existeyvaleb si lim f(x)=Ilim f(x)=b

X—>a x—a~ x—a*

. . 1 . 1 .1 .
Ejemplo 3: im ==—-0 y lim ==+ - Entonces: lim = no existe.
x—>0" X x—0" X x->0 X
Definicién 6. Limite finito de una funcion cuando x — +© 0 x — -©
lim f(x)=Db lim f(x)=b
X = ‘oo X = -00
A A
b+g ' % b+g
b-g 1b-¢

4
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Definicion 7. Limite menos infinito de una funcién cuando x—=+c0 0 Xx—-00

lim f(x) =+
X —> e

lim f(x) = +ee
X — -

A

v
v

i j
K -H

lim f(x)= -« lim f(x)= -
X =) +oo X = -0

A A

v

v

Propiedades de los limites de funciones

1) Si f(x) =c, donde c es un nimero real:

lime=c¢
x—a

2) Si f(x) =x", donde n es un entero positivo:

lim x™ = g™
x—ra

En las siguientes propiedades, a puede ser un numero finito (a) o infinito (+o0 0 -00). f y g son dos
funciones, tales que: lim, . f{x)=b; v lim,.,g(x) = b,,donde b:y b, son nimeros finitos.

3) Si c es un nimero real:

il_lf,lzc'f(x} =c J1:_1}13{,1"(.1@! =cb

4) lim . [f(x) + g (x)] = lim, . f(x) +lim, ., g(x) = by + b,
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5) limx—}ﬁ:[f(x} - Q(X}] = 1imx—}ﬂ:f(x} - limx—}ﬁ:g‘:x} =by — by

6) lim, oo [f(x) * g(x)] = limyo, fx) * lim,,g(x) = by * b,

. limy . Flx)
. FL 3 & by
7) lim [g._;.] —

(si b, # 0)

T limggglx) | By

Las ultimas cuatro propiedades resuelven el problema de calcular el limite de una suma, resta,
multiplicacion o cociente, cuando ambos limites son finitos. Pero, ¢qué ocurre cuando el limite de un
sumando, por ejemplo, es infinito? Si uno de los sumandos tiene limite finito y el otro limite infinito,
entonces el limite de la suma es infinito. Si los dos sumandos tienen limite infinito y del mismo signo,
entonces la suma también tiende a infinito, y con el mismo signo. Pero si los sumandos tienen limite
infinito y de diferente signo, el limite de la suma no puede obtenerse como un resultado general, y hay
gue estudiar caso por caso.

limf(x) b 0 b#0 b#0 | +o0 |+ | +oo o

lim g(x) c£0| 0 0* 0 0 | O c#0 c#0
Li_ﬂ[f(x} +gx)l|b+c| O b b +00 | +00 +00 -00
Li_ﬂ[f(ﬂ —gx)] [ b-c| 0 b b +o0 | +o0 +00 00
Lig_;[f(x} «glx)l [ b*c| 0 0 0 ¢? | ¢? | (sgnc). o | -(sgnc). o
Li_l;.}[f(x}f g | bic | (2 | (sgnb).oo | -(sgnb).co | +o0 | -0 | (sgnc). o | -(sgn c). o

Los casos sefialados con el simbolo “;?” son de indeterminacion o de no existencia del limite y
requieren, por tanto, el estudio caso a caso.

imf(x) Yoo | 40 | -oo “oo
limg(x) too | -0 +00 “oo
lim([f(x) + g(x)] +00 &? $? -0
lim[f(x) — g(x)] 0? +00 -00 ¢?
Li_:ﬂ[f(x} x glx)] +00 00 00 +00
lim[f(x)/g(x)] i? ¢? &? ¢?
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Definicion 8. Infinitos.
Se dice que una funcion f es un infinito cuando x — a si se cumple que:

lim f(x) = +eo
X

A nosotros nos interesara en particular considerar el caso en que o es +oo.

Entre los “infinitos” los hay mas lentos y los que se “disparan” mds rapido a valores altos.

Infinito rdpido : Infinito /ento

v
—
v

Definicion 9. Ordenes de infinitos.

A) Se dice que un infinito f es de mayor orden que otro g, si limx++¢%; =+
B) Se dice que un infinito f es de menor orden que otro g, si limx_,ﬂ:;‘,—j =0

Un resultado importante es el siguiente:
Orden (infinito logaritimo) < Orden (infinito potencial) < Orden (infinito exponencial)

Entre dos infinitos potenciales —por ejemplo, x? y x°>— el de mayor orden es el que tiene exponente mas
alto.

Definicién 10. Equivalentes.

Se dice que dos infinitos f y g son equivalentes, si limx_Hc,:;‘,—z‘; =1

Notas:
1) Si el limite del cociente no es el nimero uno, sino otro numero distinto de cero, entonces los dos
infinitos no son equivalentes, pero son de igual orden.

2) Se puede demostrar que la suma de infinitos de distinto orden es equivalente al término de mayor
orden.

3) Se puede demostrar también que los polinomios son equivalentes al término de mayor grado.

Aplicando las definiciones 9 y 10 se pueden resolver muchos problemas de limites.
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Ejemplo 4:

1) (x?+e*)~e* con x—+oco . Este resultado expresa que el primer infinito es equivalente al

segundo. ¢Por qué? Porque la suma de infinitos de distinto orden —en este caso, uno potencial y uno
exponencial- es equivalente al de mayor orden.

2) lim In()(;(l) —0. En este caso tenemos el cociente de dos infinitos, uno logaritmico y otro potencial.
X400 X

Como el del numerador es de menor orden que el del denominador, el cociente tiende a 0.

3 i x+ in(x) . x 1
} x—lﬂ-lnc 2x — En{x} N x—lﬂ-lm: 2x B 2

x
4) lim x.e™® = lim —=0
x—++oo x—+m T

Algunos “limite tipo”

Para resolver problemas mediante la aplicacién de la Gltima propiedad, se conocen los siguientes
resultados “tipo”.

.l &£
a) lim (1 +—) =e
x—+too X

i %&:
b) xll}%ﬂ(i + x) e

In{l+x
) limg =1
a0 x
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2. Limite de sucesiones

Las sucesiones (también denominadas progresiones) son un caso particular de funciones. Lo que tienen de
particular es que su dominio no es el conjunto de los nimeros reales, sino el conjunto de los nimeros
naturales positivos. Por ejemplo, la sucesion f(n) = n? asocia a cada nimero natural positivo su cuadrado.

Sucesion de los cuadrados naturales positivos

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Naturales positivos

La notacién mas habitual es de la forma: (an) | a» = f(n). Por ejemplo: (a,) | a» = n? o bien (by) | by = 1/n.
En el primer caso la sucesién (la funcion) hace corresponder a cada natural positivo n su cuadrado, y en
el segundo caso a cada natural positivo la sucesion le hace corresponder su inverso. En estos casos no
tiene sentido estudiar el limite en un punto del dominio, porgue en un entorno reducido del punto la
funcion no esté definida. EI Gnico limite que puede definirse es el caso en que n — +oo. Las propiedades
de los limites relativas al orden y equivalencia de funciones en general, son aplicables al caso del limite
de sucesiones.

A T
=T

2n®—5nt+8

Ejemplo 7: lim P lim— =2, donde no es necesario anotar que n — +oo, pues esta

sobreentendido.
Algunas sucesiones de uso frecuente son las sucesiones aritméticas y las sucesiones geométricas.

Definicion 12. Sucesiones aritméticas.

Son sucesiones donde cada elemento se obtiene del precedente adicionandole una constante Ilamada
“razon”. La sucesion es de la forma:

ay, (a1 + k), (a1 + 2K), (@ + 3K), ...

La correspondencia con los naturales puede hacerse a partir del uno (como en el caso precedente) o
también a partir del cero. En este caso la correspondencia es asi:

0—>ao
l—a=a+Kk
2 —sa=-ai+k=ag+ 2k

Obseérvese que la diferencia entre dos elementos consecutivos de la sucesion es siempre la razon “k”.
También se cumple que a, = an-1 + k ¥ n > 1, donde “a,” se denomina término general de la sucesion.
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Ejemplos de progresiones aritméticas son: el conjunto de los naturales (razon= 1), el conjunto de los
nameros naturales pares (razén = 2) y el conjunto de los naturales impares (razon = 2).

¢Se puede expresar el término general de una progresién aritmética en funcion de k y n?

a=a+k
a-a+k
ag=as+k

an-1= a2+ K
a.n = a.n-]_ + k

Si se suman estas igualdades y se eliminan los mismos términos en ambos miembros, resulta:

an = a1 +(n-1). K

Ejemplo 8: Una aplicacién de sucesiones aritméticas a la Economia _ El célculo del monto con
interés simple

Con anterioridad en el curso hemos trabajado en el célculo del monto generado a partir de un capital
inicial depositado a interés simple luego de haber transcurrido cierta cantidad de tiempo. Para calcular
dicho monto se aplicaba la siguiente formula:

M,=C(1+n.i)

donde: M _ Monto total de dinero disponible (capital mas intereses).
n _ cantidad de periodos de tiempo transcurridos.
C _ Capital inicialmente depositado.
i _tasa de interés (expresada en las mismas unidades de tiempo que n).

Operando con la formula anterior, puede probarse que se trata de una sucesion aritmética:

M,=C.(1 +n.i}=£’.(1+i+(ﬂ—1}.i}=C.(1+i}+(n—'l}.£.j

2y K

Definicidn 13. Sucesiones geométricas.

Son sucesiones donde cada elemento se obtiene del precedente multiplicandolo por una constante,
también llamada razén de la progresion. Las progresiones geométricas tienen la forma:

ai, ar.g, ano? ang’, ...

Por lo tanto, el término general de la sucesion es:
an = aw.q"

(1P

Aqui el cociente de dos términos consecutivos es siempre la razén “q” y el término general es:

ah = an1.q ¥ n>1.

10
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El ejemplo mas conocido de sucesion geométrica es el conjunto de las potencias de 2: 2°, 21,22 23, ... La
fama de esta progresion resulta de la anécdota que cuenta que el Sha de Persia quiso premiar al inventor
del ajedrez con el regalo que este quisiera elegir. El inventor pidié un grano de trigo (2°) por el primer
escaque! del tablero de ajedrez, dos granos (21) por el segundo escaque, cuatro granos (22) por el tercero y
asi hasta completar el escaque 64 por el que pidi6 2% granos de trigo. EI Sha mandé al jefe de los
graneros reales que pagara inmediatamente el premio, pero este le hizo saber que seria necesario mas de
una cosecha anual para cumplir con el pedido, porque la suma de 2° + 2t + 22 + 23 + ... + 2% granos de
trigo —que es igual a (2%4-1)— tiene un volumen superior al de 5 galpones de 20x10x3 metros cubicos.

Ejemplo 9: Sucesiones geométricas en Economia_ Calculo del monto con interés compuesto

En el curso también calculamos el monto generado por una colocacién de dinero, pero calculando los
intereses de manera compuesta. En ese caso la férmula que utilizamos fue la siguiente:

M, =C(1+"

Si definimos: a; = C y q = 1+i, entonces queda probado que los montos no forman otra cosa que una
sucesién geométrica de razén 1+i.

Las sucesiones fueron utilizadas por el economista inglés Thomas Malthus (1766-1834) en su famosa ley
por la cual la poblacion crece segun una sucesion geométrica (de razén mayor que uno) mientras que los
alimentos crecen segln una sucesion aritmética. Malthus plantea que la (nica forma de evitar las
hambrunas seria mediante el control de la natalidad.

3. Continuidad

Recordamos que entre los ejemplos iniciales de esta seccion nos intereso identificar aquellos casos en que
el gréafico de la funcion se podia dibujar sin levantar el lapiz al pasar por x = a. Ahora vamos a centrar
nuestro interés en este concepto.

Definicién 14. Funcion continua en un punto.

Se dice que f es una funcién continua en el punto x = a, donde a es un punto interior al dominio de la
funcion, si se cumple que:

lim f(x) = lim_f(x) = f(a)

Cuando una funcion no es continua en un punto, se dice que es discontinua en dicho punto.

¢En cudles de los ejemplos del inicio de esta seccion (p. 1) la funcion f escontinuaen x=a?

1 Un escaque es cada una de las casillas cuadradas e iguales en que se divide el tablero de ajedrez.
11
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Definicion 15. Se dice que f es una funcion continua en a” (a por izquierda) si se cumple que:

lim f(x) = fa)
X+
En tal caso se dice que la funcidn f es continua lateralmente por izquierda.

Definicion 16. Se dice que f es una funcién continua en a* (a por derecha) si se cumple que:

lim f(x) = f(a)
En tal caso se dice que la funcién f es continua lateralmente por derecha.
Definicion 17. Se dice que f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en cada
punto del intervalo abierto (a, b), es continuaen x =a por derechay es continuaen x =b por izquierda.

Entonces, una funcién es continua en un intervalo cerrado si el gréafico de la funcién en dicho intervalo se
dibuja sin levantar el lapiz.

i
?
L,

a b

¢Qué ocurre con la propiedad de continuidad en un intervalo abierto o cerrado cuando se opera con
funciones? La propiedad de continuidad se extiende sin dificultad a la suma, resta y multiplicacion de
funciones. En el caso de la division, radicacion y logaritmacién se presentan algunas dificultades. En el
siguiente cuadro se presentan los resultados mas importantes. Donde aparece la expresion “intervalo
cerrado” puede sustituirse por “intervalo abierto” y la propiedad enunciada sigue siendo valida.

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo [a, b]. Entonces:

a) Lasuma (f+ g) es una funcién continua en el intervalo [a, b].

b) La resta (f- g) es una funcién continua en el intervalo [a, b].

¢) La multiplicacion (f * g) es una funcidn continua en el intervalo [a, b].

d) El cociente (f/ g) es una funciéon continua en el intervalo [a. b] s1 g(x)#0 en [a. b].
e) Las funciones e’ y e® son funciones continuas en el intervalo [a, b].

f) La funcién 4/ f es una funcion continua en el intervalo [a. b] s1 f(x) = 0 en [a. b].

2) La funcion L(f) es una funcion continua en el intervalo [a, b] s1 f(x) = 0 en [a, b].

12
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Nota 1. Como puede observarse a partir de sus gréaficos, las funciones polindmicas, exponenciales y
logaritmicas son continuas en sus respectivos dominios.

Nota 2: La composicién de funciones continuas, es continua.

Definicion 19. EI Maximo (o Maximo absoluto) de una funcion en un intervalo [a, b] es el mayor valor
que toma la funcién para todos los valores del intervalo. Se llama punto de méximo al valor de x donde f
presenta el maximo absoluto.

Definicion 20. EI minimo (o minimo absoluto) de una funcion en un intervalo [a, b] es el menor valor
gue toma la funcién para todos los valores del intervalo. Se llama punto de minimo al valor de x donde f
presenta el minimo absoluto.

Dada una funcién en un intervalo cerrado, ¢siempre existen el minimo y el maximo? La respuesta es
negativa. Sin embargo, si la funcion es continua en dicho intervalo, la respuesta es afirmativa, y este
importante resultado es el que se enuncia a continuacion.

Teorema de Weierstrass. Toda funcién continua en un intervalo cerrado tiene minimo y maximo
absolutos.
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